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1919. M 24. 


ANNALEN DER PHYSIK. 


VIERTE FOLGE. BAND 60. 


1. Atomkern und «-Strahlung; 
von Hans Th. Wolff. 


Die vorliegende Arbeit liefert eine Anschauung von der 
Struktur des Atomkernes und den in ihm wirksamen Kräften, 
welche eine Erklärung des Ursprunges der a-Strahlen radio- 
aktiver Körper ermöglicht. Zunächst sollen die Annahmen, 
die den nachfolgenden Berechnungen zugrunde liegen, auf- 
geführt und begründet werden. 


I. Begründung der Voraussetzungen. 


$1. Der Zusammenhalt der positiven Teilchen des Kerns. 
Es liegt nahe, daß man sich den materiellen Atomkern eines 
radioaktiven Elementes aus den Kernen von Wasserstoff- 
und Heliumatomen zusammengesetzt denkt. Es fragt sich 
nun, wodurch der Zusammenhalt dieser sämtlich positiv ge- 
ladenen Teilchen bewirkt wird. Dieser könnte durch die An- 
nahme eingelagerter Elektronen erklärt werden, indem zugleich 
vorausgesetzt wird, daß die elektrischen Ladungen aufeinander 
nur die bekannten Kräfte ausüben. 

Gegen diese letztere Voraussetzung spricht folgende Über- 
legung. Ein a-Strahlteilchen würde bei Ra die beobachtete 
Geschwindigkeit von 1,5 - 10®cm sec”! bereits erlangen, wenn 
es von einem 5,4 - 10-12cm vom Atomzentrum entfernten 
Punkte aus sich bis ins Unendliche bewegte. Nun ist aber 
anzunehmen, daß es dem Kern selbst entstammt, dessen 
Radius nach Rutherford höchstens von der Größenordnung 
10-12 cmist. Hierbei würde es somit eine zu große Geschwindig- 
keit erreichen. Dieser Schwierigkeit kann man durch die An- 
nahme entgehen, daß ein a-Strahlteilchen beim Verlassen des 
Kernes ein oder mehr Elektronen mit sich nimmt, die es später 
wieder abgibt. Hiergegen macht sich jedoch besonders fol- 
gendes Bedenken geltend: Wenn die a-Strahlpartikel eine so 
starke Kraft auf die Elektronen ausübt, daß sie imstande 
ist, diese von dem positiv geladenen Kern zu entfernen, so 
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686 H. Th. Wolff. 
ist eg schwer einzusehen, wodurch ihr sodann die Elektronen 
wieder entzogen werden könnten. 

Ferner ist in Betracht zu ziehen, daß der Kern nur eine 
bestimmte Höchstzahl von Elektronen enthalten kann, wenn 
seine Gesamtladung gleich Ne (N = Atomnummer, e = elek- 
trisches Elementarquantum in elektrostatischem Maße) sein 
soll. Die Zahl dieser Elektronen ergibt sich aus folgender 
Rechnung. Der Kern enthalte x, einfach positiv geladene 
Wasserstoffatome und x, doppelt geladene Heliumatome, 
ferner x, Elektronen. Das Atomgewicht sei A. Dann ist: 


Hieraus folgt: 


x, ist um so größer, je kleiner x, ist. Für Ra muß x, min- 
destens gleich 5, der Zahl der a-Umwandlungen der Ra- 
Familie sein. Es ergibt sich nun bei Verwendung der Kon- 
stanten des Radiums A = 226 und N = 88 der Wert x, = 128. 
Der zugehörige Betrag x, = 206, so daß die rein negative 
Kernladung ungefähr die Hälfte der rein positiven Ladung 
beträgt. Zur Erklärung der schnellsten ß-Strahlen dürfte es 
erforderlich sein, daß man sich außerhalb des positiven inneren 
* Teiles des Kernes eine größere Zahl von Elektronen, etwa in 
Ringen angeordnet, denkt.!) Hierdurch verringert sich die 
Zahl von Elektronen, welche dén Zusammenhalt der positiven 
Teilchen bewirken.?) 

Da man somit annehmen muß, daß die positiven Teilchen _ 
des Kerns ohne Vermittlung eingelagerter Elektronen in gegen- 
seitiger Nähe verweilen, so soll den folgenden Betrachtungen 
die Voraussetzung zugrunde gelegt werden, daß in einer ge- 
wissen hinreichend kleinen Entfernung voneinander befind- 
liche positive Ladungen keine gegenseitige Abstoßung auf- 
einander ausüben. 


1) Siehe unten $8. 

2) Das Modell eines Kernes, der in seinem Innersten negative 
Ladungen enthält, schlägt eine Arbeit von A. W. Stewart, Phil. Mag. 
36. 8. 326. 1918, vor; desgl. E.Kohlweiler, Zeitschr. f. phys. Chem. 
92. S. 685. 1918 und 98. 8. 1. 1918. ide auch A, Haas, Physik. Zeitschr. 
18. 8.400. 1917. 
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$2. Abänderung der Formel für das Potential positiv 
elektrischer Ladungen. Damit die Abstoßung, welche ein 
positiv elektrisch geladener Punkt P, auf einen anderen P, 
ausübt (P, P, = R), bei hinreichend kleinem Werte von R 
verschwinden kann, werde angenommen, daß in dem Aus- 
druck für das Potential von P, neben dem 1/ R proportionalen 
Gliede noch eines mit einer höheren Potenz von 1/R auftritt, 
welches einer Anziehung der Ladungen entspricht. Bei fort- 
schreitender Verkleinerung von R würden dann schließlich 
die beiden Ladungen eine immer stärker zunehmende Anziehung 
aufeinander ausüben. Es erscheint nun geboten, ein drittes 
Glied mit einer noch höheren Potenz von 1/R einzuführen, 
welches bei größter Annäherung der Ladungen wiederum 
eine gegenseitige Abstoßung derselben bedingt, denn sonst 
könnte wohl der Fall eintreten, daß diese einander so nahe 
kommen, daß sie dauernd aneinander haften oder ineinander 
übergehen. 

Im folgenden werden die beiden nächstliegenden Aus- 
drücke für das Potential eines mit einer positiv elektrischen 
Ladung L versehenen Punktes verwendet, das dieser im Be- 
reiche des Atomkernes ausüben möge: 


und 
(11) 


Diese abgeänderten Formeln mögen sich in erster Linie 
auf die gegenseitige Wirkung positiver Ladungen beziehen. 
Inwieweit sie auch für die auf negative Elektronen ausgeübten 
Kräfte in Betracht kommen, möge dahingestellt sein.!) Man 
kann die Zusatzglieder vielleicht auch als eine nichtelektrische 
Wirkung ansehen, welche die mit den pesitiven Ladungen 
verbundenen gravitierenden Massen aufeinander ausüben. 


§ 8. Die scheibenförmige Gestalt des Kernes. Es liegt die 
Annahme sehr nahe, daß die positiv geladenen Teilchen des 


Kernes sich in Bewegung befinden, denn letztere kann ge-- 


legentlich eine Anordnung der Partikeln herbeiführen, welche 


1) Wir werden unten ($8) bei einer die ß-Strahlelektronen be- 
treffenden Rechnung von den Zusatzgliedern absehen. 
45* 
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bewirkt, daß deren eines den Kern als a-Strahl verläßt. Die 
einfachste Vorstellung ist nun die, daB die einzelnen Teilchen 
sich in konzentrischen Kreisbahnen bewegen, welche alle in 
derselben Ebene liegen. Man gelangt somit zu der Hypothese, 
daß der Atomkern eine Scheibe bildet. Zu äußerst würde 
diese die in $1 erwähnten Elektronen enthalten. Als vor- 
läufige Annahme sei festgesetzt, daß auf jedem der Kreise 
eine Anzahl positiver Partikeln sich bewegt, deren Gesamt- 
ladung annähernd dem Radius des Kreises proportional ist. 
Der größte positive Ring jedoch möge so viel a-Teilchen ent- 
halten, als in der betreffenden radioaktiven Zerfallsreihe von 
dem betrachteten Körper an gerechnet zur Aussendung ge- 
langen. Das gegebene Bild schließt sich dem Bohrschen 
Atommodell an.!) 
II. Allgemeine Berechnungen. 

$4. Potential und Kraftwirkung einer Kreisladung bei 
dem Potentialgesetze P = —L73. Der Kreis habe den Radius @ 
(Fig. 1) und die auf ihm gleichmäßig 
verteilte Ladung se. Im Punkt P, 
dessen Abstand vom Kreiszentrum ve 


(v>1) ist, hat das Potential des 
Kreises den Wert 


se 
2 a,» Ing 2[ 


3 
_ unse 1 dp 
ng 1 + — 2070089 


Nach Ausfiihrung der Integration ergibt sich 
Die auf eine im Punkte P befindliche Einheitsladung aus- 
geübte Anziehung, der ein negatives Vorzeichen zukommt, 
beträgt somit: 
(4) - d(v 9) dv g 
1) In Arbeiten von Born und Landé (vgl. A. Landé, Verh. d. 
Deutsch. Physik. Ges. 21. 8.2. 1919) wird neuerdings eine räumliche An- 
ordnung der Elektronen des Atoms a®genommen. Die Übertragung 
einer solchen Anschauung auf den Kern wäre vielleicht denkbar. 
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$5. Potential und Kraftwirkung einer Kreisladung bei 
dem Potentialgesetz P=L 5%. Das Potential ist jetzt durch 
den Ausdruck gegeben (vgl. Fig. 1): 


2 f 3 


Bei der Auswertung des Integrales ist die Beziehung 


fi (1 — 5%) b cos x Vı-bcosx 


zu verwenden. Setzt man 
2 


so kann man schreiben: 


Bedeutet E (x) ein vollständiges elliptisches a 2. Gattung 
vom Modul x, so ergibt sich: 


2000, 


? 


„ein! dz. 


1+v 
ne@e+1)@- 1% 


Diese Gleichung gilt auch für v <1. Aus ihr folgt für die 
auf eine positive Einheitsladung ausgeübte Kraft die Formel 


Ve) 


wobei unter K (x) ein vollständiges elliptisches Integral 1. Gat- 
tung vom Modul x zu verstehen ist. 

§6. Potential und Kraftwirkung einer Kreislinie bei der 
Potentialformel P=L 5%. Das Potential ist jetzt durch den 
Ausdruck gegeben (vgl. Fig. 1): 


(6) | Pw 
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Bei der Auswertung des Integrales ist die Formel zu verwenden?): 


fa - dx = [(1 — boosa)- "dx 
0 0 


1 
0 


Die weitere Ausrechnung ergibt: 


fo — bc0sx)-"* dx = 


0 


SchlieBlich findet man: 
(1) PB, 2300, _ 


™ (1 + (1 — op (1 — 0) 1+v 1+v 


Hieraus läßt sich für die Kraft &, die Gleichung ableiten: 


8 8G 
+ 1% — 1) +82v’ + 430 


(8) 


1+v 


1809 0 - 1%. 


Die Formeln (7) und (8) gelten fiir v = 1. 


§ 7. Stabilitätsbetrachtungen. Ein Punkt von der Masse m 
bewege sich auf einem Kreis vom Radius r mit der Geschwindig- 
keit w, indem auf ihn eine Zentralkraft K wirkt (K ist eine 
negative Größe, denn eine vom Zentrum weg gerichtete Kraft 
soll positives Zeichen haben). Es gilt die Gleichgewichts- 
bedingung 
r 


Eine verschwindend kleine Kraft veranlasse den Punkt, auf 
einer benachbarten, in derselben Ebene befindlichen kon- 
zentrischen Kreisbahn umzulaufen. Da die Gleichung besteht: 


+K=0. 


Kdr= = mwdw, 


Vgl. G. Petit Bois, Tafeln unbestimmter Integrale. Leipzig 
24. 
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so ist die Änderung der Zentrifugal kraft 
are mw 2muw _K 
r mw 
Unter Hinzuziehung der Gleichgewichtsbedingung findet man: 
m w* 8K 
d = r. 


Damit der Punkt auf der neuen Bahn festgehalten werde, 
muß auf ihn die radiale Zusatzkraft 


—Adr=— 3, 
dr r 


wirken. Im Falle stabilen Gleichgewichts ist diese von der 


ursprünglichen Bahn weggerichtet, hat also dasselbe Vor- 
zeichen wie‘'dr. Somit lautet die Stabilitätsbedingung für 
radiale Verschiebungen 


8K 


voller Strenge nur als notwendige, nicht auch als hinreichende 
Bedingung für die Stabilität begründen. 


a) Potentialgesetz P -1z. Wird P von einem Punkt 
hervorgerufen, so hat A den Wert 


1 
(10) 


Wird P von einer gleichmäßig verteilten Kreisladung von 
der Größe 1 erzeugt, so erhält man unter Verwendung der 
für die elektrische Feldstärke & gültigen Beziehung (Kreis- 
bahn und Kreisladung konzentrisch und in derselben Ebene): 
11) €= a 1) (Radius der Kreisladung = 9 = rv’ < r) 
fiir A den Ausdruck 
2[K(v)+ (1 — - 20? BO) 
b) Potentialgesetz P= -LA . Für die Wirkung eines 
Punktes gilt jetzt: 
(18a) 4,0=0. 


9 Vel. H. Th. Wolff, Ann.d. Phys. 52, 8.631. 1917, Formel (3b) 
auf S.633. Diese Arbeit wird im folgenden mit a.a.O. bezeichnet. 


(v'< 1). 


® 
dk , = 

(9) 4 dr 8 r < 

Die vorstehende Rechnung diirfte diese Ungleichung mit 
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Im Falle des mit der Ladung 1 belegten Kreises ist auf Grund ' 
von (4) 


(13) A, = (<1). 


c) Potentialgesetz P = L = Es ergibt sich aus (6): ~ 


(14a) 


3 a, 
(0) — — ——— 
4,° 


? 


4,= [6 + 180% + 
(14) 


+ (—2 4 40'— 4 — vx )| (<1). 


d) Potentialgesetz P=L75%. Man findet [nach (8)]: 


(15a) A, = — 


Bari (1 (1 — 


as) | 1940/4 871 — 12) 
84 580'4— 1000+. 770 
(<1). 


III. Die Elektronen des Kernes und die f-Strahlen. 


§ 8. Nach der erwähnten früheren Arbeit des Verfassers 
ist zur Erklärung des Entstehens der schnellsten ß-Strahlen 
anzunehmen, daß der Atomkern eine Anzahl Elektronen 
enthält. Jene Betrachtungen beziehen sich auf Ra B. Die 
vorgenommenen Rechnungen sind bei Annahme einer scheiben- 
förmigen Gestalt des Kernes abzuändern, denn es wurde voraus- 
gesetzt, daß man diesen als punktförmig betrachten darf. 
Es kommt hier darauf an, daß man die Anzahl der Elektronen 
ungefähr abschätzen kann. Wir nehmen an, daß die in der 
vorliegenden Abhandlung neu eingeführten Glieder der Potential- 
formel bei Bestimmung der auf die Elektronen ausgeübten 
Kräfte nicht in Rechnung zu ziehen sind. Nimmt man die 
nachfolgende Auswertung der Elektronenzahl unter der Voraus- 
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setzung vor, daß die Konstanten a, usw. Werte haben, wie 
sie uns die Betrachtung der a-Strahlen liefern wird, so gelangt 
man zu einem unmöglichen Resultat. Wir machen die ein- 
fache provisorische Annahme, daß up RaBs Elektronen 


sich auf einem Kreis vom Radius n= , der mit den positiven 


Ringen konzentrisch ist und in einer Ebene liegt, in gleich- 
mäßiger Verteilung befinden und fast mit Lichtgeschwindigkeit 
umlaufen. Ein einzelnes Elektron bewege sich auf einem 
entsprechend gelegenen etwas kleineren Kreise vom Radius r, 
mit einer der Lichtgeschwindigkeit c sehr nahe kommenden 
Geschwindigkeit Bc. Auf dieses wirke das von den positiven 
Ladungen ausgeübte Feld ©. Indem man diese Bezeichnung 
auf der linken Seite von Gleichung (10) (a.a. O0. 8. 689) an 
Stelle des von der Punktladung hervorgerufenen Feldes ein- 
setzt und berücksichtigt, daß statt r, daselbst vg geschrieben 
ist, so erhält man für das Elektron von der Ruhmasse m die 
Gleichgewichtsbedingung: 


m ce? 2s E() 


Der Wert, den das Potential der positiven Ladungen auf der 
Bahn des Elektrons besitzt, werde mit P, bezeichnet. Das 
Elektron möge die Geschwindigkeit cf, erlangen, wenn es. 
das Atom als ß-Strahl verläßt. Dann tritt jetzt an Stelle 
der a.a. O. S. 639 unten angeführten Gleichung die Beziehung: 


(17) me m c* 288 v K(v) 


Für ß, wählen wir den beobachteten Höchstwert 0,998.1) 
&, ist mit Hilfe von Gleichung (11) zu bestimmen, und nach 
der a.a. O. 8.688 als Formel (2a) angeführten Beziehung ist 


(18) Pie Ke v) w<1). 


Die wirksame Ladung ist hier gleich 1 gesetzt. Führt man die 
für € bzw. P, gefundenen Ausdrücke in (16) bzw. (17) ein 


1) J. Danysz, Ann. chim, phys. 80. 8. 241. 1913. 


| | if 
4 
a 
| 
3a 

4 

# 

> 


694 H. Th. Wolff. 


und nimmt fiir r, den Wert or (r= Radius der positiven 
Scheibe), so ergibt sich: 
(19) r+ 110+ 10 — 36,1 


sy, = ) 
0,888 + —— 
i+» v 


In Tab. 1 sind für einige Beträge von r und v die zugehörigen 
Werte von s, abgerundet auf ganze Zählen, aufgeführt. 


Tabelle 1. 


r+ 1018 = 4 | 5 6 8 

om 9 22 | 84 60 

v= 07 9 20 | 32 55 

v= 09 9 2 | 32 |. 56 


Nimmt man an, daß das ß-Strahlelektron auf einer Bahn 
vom Radius r 10/6 umläuft, so findet man fiir s die Formel 
(nur 6 positive Ringe im Kern angenommen): 


. r+147 - 10% — 13 
0,15 + ——— 


Zur=6 107% und v = 0,8 gehört jetzt s = 104. 


IV. Anwendung der Potentialformel P= L (3 a or + 3) . 


$9. Das Potential. Allen folgenden Berechnungen soll 
als strahlender Körper. Ra zugrunde gelegt werden. Seine 
gesamte Kernladung nehmen wir zu 88e an. Gemäß der in 
$3 angegebenen Vorstellung werde vorausgesetzt, daß der 
äußerste positive Ring vom Radiusr aus 5 a-Strahlteilchen 
besteht. Zunächst betrachten wir den Fall, daß u Kern 


10 positive Ringe enthält, deren mter den Radius rn hat. 


Im Zentrum möge sich die Ladung 2¢ befinden. Um einen 


1) Um anderweit benutzte Zahlenwerte verwenden zu können, 
wurden bei der Berechnung von € und P im Kern nur acht positive 
Ringe angenommen, 
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Überblick über den Einfluß der einzelnen Ringe zu gewähren, 
gibt Tab. 2 die Potentiale an, welche die einzelnen Kreis- 
ladungen in einem Punkte des 10. Ringes ausüben, unter 
der Voraussetzung, daß die Lalung des nten Kreises gleich 
neist. P,ist nach Gleichung (18), P, nach (8) und P, nach 
(5) berechnet. Bei der Bestimmung des -von den Elektronen 


Tabelle 2. 
r -r r? 
n oa P, P, 
9 13,1 47,4 303 
8 10,2 22,2 | 72 
7 8,2 13,7 | 30 
6 6,7. 94 | 16 
5 5,4 6,7 | 9 
4 4,2 4,8 6 
3 3,1 3,3 4 
2° 2,0 2,1 | 2 
1 1,0 | 1,0 1 


des Kerns erzeugten Potentiales (vgl. $ 8), soll die vereinfachte 
Annahme gelten, daß diese sämtlich sich auf derselben Kreis- 


bahn bewegen. Deren Radius werde mit rt bezeichnet. 


Da Ra f-Strahlen aussendet!), nehmen wir jetzt 1 Elektron 
mehr als bei Ra B an, also s + 2 Elektronen. Das Potential 
der Elektronen ist durch Formel (1), a.a.0. 8. 632, aus- 


gedrückt, wobei daselbst an Stelle von » tritt V, e=r> zu 


setzen und statt s einzuführen ist — (s +2). Unter der 
Voraussetzung, daß die positiven Ladungen der einzelnen 
Kreise, abgesehen vom letzten, deren Radien nahezu pro- 
portional sind, findet man als Potential in einem Punkte des 
10. Ringes: 

8 2(s + 2) V K( 
a [P= : {1,19 (78 + s) + 7,51 


Te 


— 912,46 (78 + s) + 6,00] + % [9,6 (78 +9) + 5,04]} 


Bei der Berechnung des von den 4 anderen a-Strahlteilchen 
ausgeübten Potentiales wurde von deren Bewegung abgesehen. 


1) Sollte Ra kein Elektron aus dem Kern entsenden, so wäre 
dies für die folgenden Betrachtungen nicht von wesentlicher Bedeutung. 
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§ 10. Die Feldstärke. Tab. 8 läßt die Beiträge erkennen, 


welche die einzelnen positiven Ringe zur Feldstärke liefern 
in einem Punkte des 10. Ringes. Bei der Ausrechnung wurde 
vorausgesetzt, daß der nte Ring die Ladung ne trägt. €, ist 
nach Gleichung (11), © nach (4) und €, nach (6) berechnet, 


Tabelle 8. 

rt. 107 
& 8 & & Qs, 
9 35,3 499 619 
8 18,0 123 5 
7 11,8 54 1 
6 8,5 29 9 
5 6,2 18 4 
4 4,6 11 2 
3 3,2 7 1 
2 2,1 4 0 
1 1,0 2 0 


Das von den Elektronen herriihrende Feld ergibt sich 
aus Formel (8a), a. a. O. 8. 688. Das von den positiven und 
negativen Ladungen des Kernes in einem Punkte des 10. Ringes 
hervorgerufene Feld ist: 


= 5 {4,75 + 1,98(78 +5) + - 


(22) 
— [8,00 + 16,6(78 + 5)] + [157 (78 +s) + 6}! 

§11. Der Bewegungszustand der a-Strahlteilchen im Ker, 
Wir werden im allgemeinen annehmen, daß eine a-Strahl- 
partikel im Kern dieselbe Geschwindigkeit besitzt, wie nach 
ihrer Aussendung, daß also das Potential P= 0 ist. Diese 
Hypothese liegt im Hinblick auf eine Arbeit von F. A. Linde- 
mann!) nahe. Letztere gründet sich auf die bekannte ei 
fache Beziehung, welche zwischen der Zerfallskonstante und 
der Reichweite, also auch der Geschwindigkeit der a-Strahlen 
besteht (Geiger-Nuttallsche Gleichunglog 4 = A + B log B, 


ferner v, = kYR). Der theoretische Zusammenhang zwischen 


1) F. A. Lindemann, Phil. Mag. 80. 8. 560. 1915. Dieselbe An- 
nahme findet sich bei H. Rausch von Traubenberg, Physik. Zeitschr. 
16, 8. 264. 1916. 
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der Zerfallskonstante und der Geschwindigkeit im Kern einer- 
seits und die empirische Beziehung zwischen dieser Kon- 
stante und der a-Strahlgeschwindigkeit außerhalb des Atoms 
ist am leichtesten einzusehen, wenn beide Geschwindigkeiten 
einander gleich sind. Deren Zahlenwert beträgt bei Ra 
1,5 + 10° cm 

Besitzt ein auf dem Ring vom Radiusr mit der Ge- 
schwindigkeit w umlaufendes a-Strahlteilchen die Masse # und 
wirkt auf dasselbe insgesamt das Feld ©, so lautet bei Vernach- 
lässigung magnetischer Kräfte seine Gleichgewichtsbedingung: 


(23) +2e€=0. 


1. Spezialfall. Es sei r=6-10-%cm. Die Kernelek- 
tronen mögen sich auf einem Kreis vom Radius or = sar 


befinden. Ihre Anzahl ist dann nach Tab. 1 gleich s + 2 = 84. 
Die Bedingung P = 0 nimmt die Form an: 


r a, as 
P= = 109 — 276 + 4 1,06. 10° =0, 


während die Gleichgewichtsbedingung eines a-Strahlteilchens 
lautet : 
514 — “2 3,67 . 108 + “+ 34,6 - 10° = 0. 


Aus beiden Gleichungen folgt a,/r = 0,57 und a,/r? = 0,046. 
Eine punktförmige Einheitsladung übt sonach auf eine andere 
von ihr im Abstand R=kr befindtiche die Kraft aus: 


rae — +1144 0,138) ‘ 

Man sieht, daß bereits in einer Entfernung, welche 10-1? cm, 
wenig überschreitet, das erste Glied dieses Ausdruckes anfängt 
an Größe wesentlich zu überwiegen. Dies gilt erst recht für 
das Potential. Durch die vorliegende abgeänderte Potential- 
formel würden z. B. Berechnungen über die Zerstreuung von 
a- und ß-Strahlen durch Materie wenig beeinflußt, Die Be- 
dingung für die Stabilität in radialer Richtung lautet: 


= — 82.1094 “ 3,72 10* — 67 104 
= (— 0,1 + 2,1 — 8,0)-10*< 0. 
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Sie ist also erfüllt. Die Elektronen liefern nur einen geringen 


Beitrag zu 4. 

Anmerkung. Die Frage nach der Stabilität in axialer Richtung 
dürfte schwieriger zu erledigen sein als wie die radiale. Eine Über. 
schlagsreohn ıng läßt vermuten, daß jene im vorliegenden Fall nicht 
besteht. Vielleicht wird die axiale Stabilität durch ein Quantengesetz 
geregelt. Im folgenden Spezialfall dürfte sie vorhanden sein. 


Läßt man die Voraussetzung fallen, daß das Potential 
P=0 ist, so ist die Geschwindigkeit w, welche das a-Strahl- 
teilchen im Kern besitzt, von der Endgeschwindigkeit w,, 
die es bei seiner Ausstrahlung erlangt, verschieden. Da die 
Partikel die Ladung 2e trägt, so ist 


Diese Gleichung ergibt mit (28) zusammen: 
r 

(25) =27P- 


2. Spezialfall. Der Kern enthalte 5 positiv geladene 
Ringe. Deren äußerster bestehe wiederum aus 5 a-Strahl- 
teilchen, während im übrigen entsprechende Verteilung der 
Ladungen angenommen wird wie oben. Esseir = 6 + 10-13 cm, 
V =0,72 und s = 32. Wir lassen die Bedingung P = 0 
fallen und haben somit Formel (25) anzuwenden. Aus ihr folgt: 


“ = — 0,0029 + 0,132 = 


Setzt man a/r =1, so ergibt sich ay/r? = 0,13. Die Be- 
dingungsgleichung für die radiale Stabilität ist erfüllt, und für 
w findet man den Wert 8,7 « 10% cm secrt. 


V. Anwendung der Potentialformel P= L (4 EP» + =) 


$12. Wir nehmen wiederum 10 positive Ringe an. Es 
mögen dieselben Voraussetzungen über die Verteilung der 
Ladungen im Kern gelten wie oben. Tab. 4 zeigt die Beiträge, 
welche der 6. bis 9. Ring zum Potential P, und zur Feldstärke & 
in einem Punkte des 10. Ringes liefern [vgl. die Formeln (7) 
und (8)]. In ihr ist der Fall wiedergegeben, daß der nte Ring 
die Ladung ne trägt. 

Enthalten die einzelnen Ringe Ladungen, welche den in 
$ 9 eingeführten Bedingungen entsprechen, so rufen die inner- 
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halb des 10. Ringes befindlichen Ladungen zusammen auf 
Grund des 8. Gliedes obiger Potentialformel in einem Punkte 
desselben das Potential “* 464 (78 +8) und die Feldstärke 
“181 - 102 (78 + s) hervor. 


Tabelle 4. 
r® 
n ay 10 
9 201 815 
8 12 24 
7 2 3 
6 1 1 


1. Spezialfall. Es sei r = 6 - 10-%8cm, V = 0,72, s = 32. 
Führt man die Bedingung P = 0 ein, so findet man 


a, % 
= 017, G=1,3-10°. 
Die. Bedingung für die radiale Stabilität lautet: 


3 
= — 8,2 - 10? + — 1,92 - 108 


= (— 0,01 + 1,1 — 2,5)-10°<0. 


Die Kraft, welche eine punktförmige Einheitsladung auf eine 
andere von ihr im Abstand kr befindliche ausübt, ist jetzt 
durch den Ausdruck gegeben: 


1 8 5 a 1 1 6,5 + 107° 
‘Man sieht, daß bereits in sehr geringer Entfernung von der 
wirksamen Ladung das erste Glied die anderen wesentlich 

überwiegt. 
2. Spezialfall. Für r= 8- 10-%, V = 0,64 und s = 55 
erhält man unter der Voraussetzung P=0 die Werte 


“y= 0,16 und =1,2-10°. 


Daß jetzt die Bedingung für radiale Stabilität erfüllt ist, 
kann man auf Grund des vorhergehenden Spezialfalles und 
der allgemeinen Formeln ohne neue Rechnung einsehen, 
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Zusammenfassung. 

I. Es werden die folgenden Anschauungen über die Be- © 
schaffenheit des Atomkernes und die in ihm wirkenden Kräfte 
begründet: Der Kern hät eine scheibenförmige Gestalt, indem 
er aus konzentrischen Ringen zusammengesetzt ist. Ab- 
gesehen von dem äußersten bestehen sie aus einfach positiv 
geladenen H- und doppelt geladenen He-Atomen, welche den + 
Atommittelpunkt umkreisen. Außerhalb von ihnen rotieren 
Elektronen ($$ 1 und 3). Der Zusammenhalt dieser positiven 
Ladungen wird durch die Annahme erklärt, daß sie nach 
einer gewissen gegenseitigen Annäherung einander anziehen, 
Man muß sich aber vorstellen, daß bei sehr geringem Ab- 
stand wiederum Abstoßung eintritt. Demgemäß wird voraus- 
gesetzt, daß eine der beiden Potentialformeln 

im Atomkern für die gegenseitige Einwirkung positiver Ladungen — 
gültig ist (§§ 1 und 2). 

II. Es werden Ausdrücke für das Potential und das 
Kraftfeld abgeleitet, welche eine Kreisladung in einem außer- 
halb von ihr in derselben Ebene gelegenen Punkte erzeugt 
auf Grund der neu eingeführten Glieder der Potentialformel 
(§§ 4-6). Für den Fall, daß eine Kreisladung nach einer” 
der beiden Formeln einen Punkt anziekt, welcher auf einem 
konzentrischen, in gleicher Ebene gelegenen größeren Kreise 
umläuft, wird eine Stabilitätsbetiingung für die Bewegung 
dieses Punktes aufgestellt ($ 7). 

III. Damit man die Anzahl der erwähnten Elektronen ab- 
schätzen kann, werden für jene Formeln abgeleitet, indem die 
Entstehung der schnellsten ß-Strahlen in Betracht gezogen 
wird. Es handelt sich hierbei um eine Modifikation einer 
Berechnung, die in einer früheren Arbeit des Verfassers an- 
gestellt wurde ($ 8). ; 

IV. Die Potentialformel I wird auf ein Modell des Atomkernes 
von Ra angewandt. Für zwei spezielle Fälle werden die Kon- 
stanten der Formel so bestimmt, daß «-Strahlen von der beob- 
achteten Geschwindigkeit ausgesandt werden’ kénnen (§§ 9—11). 

V. Entsprechend wird Formel II angewandt. Es werden 
wiederum zwei Sonderfälle behandelt ($ 12). 


Dresden, im Juni 1919. 
(Eingegangen 18. Juni 1919.) 
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2. Theorie der Spaltténe; 
von F. Krüger una E. Schmidtke. ¥ 


(Hierzu Tafel II.) 


Nachdem schon A. Masson!) und C. Sondhaus?) das 3 
Auftreten von Tönen beim freien Ausströmen von Luft aus a 
engen kreisférmigen Offnungen in dicken Platten beobachtet 
hatten, wurden die Töne, welche -beim Durchstrémen von 

30001. 
2800 


400+ 
200 


0 200 600 1000 1400 1800 2200 2600°3000U (@B) 
Fig. 1. 


Gasen durch Spalten entstehen, zuerst von W. Kohlrausch *) 
eingehend untersucht. Die Abhängigkeit der Tonhöhe dieser 
Töne von verschiedenen Faktoren zeigt eine weitgehende 
Analogie mit der der sogenannten Hiebtöne, die Strouhal®) 
untersuchte. Vor allem ergab sich die Tonhöhe N als eine 


1) A. Masson, Compt. Rend. 86. 8.257 u. 1004. 1853. 
2) C. Sondhaus, Wied. Ann. 91. 8.214. 1854. 
3) W. Kohlrausch, Pogg. Ann. d. Phys. u. Chem, 18, 8.545, 1881. 
4) V. Strouhal, Wied. Ann. 5. S. 216. 1878. 
Annalen der Physik IV. Folge. 60. 46 
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lineare Funktion der Ausströmungsgeschwindigkeit U in der 
Form N=k(U —U,). Die vorstehende Fig. 1, die nach 
den Zahlen von Kohlrausch für eine Spaltbreite von 5 mm 
gezeichnet und in der als Abszisse die Geschwindigkeit U, 
als Ordinate die Tonhöhe N aufgetragen ist, gibt diesen Zu- 
sammenhang für ausströmende -Luft deutlich wieder. Die 
Kurven sind Gerade, die um so steiler verlaufen, je geringer 
die Spaltbreite D ist; in ihrer hypothetischen Verlängerung 
würden sie die Abszissenachse in Abständen U, vom Ko- 
ordinatenanfangspunkte schneiden, die mit wachsender Spalt- 
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breite kleiner und kleiner werden. Die große Ähnlichkeit 
dieser Figur mit der entsprechenden Strouhals für die Hieb- 
töne, die hier in der obenstehenden Fig. 2 wiedergegeben 
ist, springt: in die Augen; nur tritt ein Überschneiden der 
Kurven, wie es für die Spalttöne wenigstens für die Kurven 
der engsten Spaltbreiten angegeben ist, bei den Hiebtönen 
nicht ein. Kohlrausch hat auch noch die Abhängigkeit 
der Spalttöne von der Spaltdicke s, d.h. der Spalttiefe (zwischen 
9,5 und 1 mm) bei gleicher Spaltbreite (D = 5 mm) unter- 
sucht und gefunden, daß die Änderung der Spaltdicke von 
fast verschwindendem Einfluß auf die Konstanten U, und b 
ist; jedoch geben die gemessenen Punkte der Kurven für 
geringe Spaltdicken kein Überschneiden der Kurven. 
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Der Vergleich der Kurven für die Spalttöne und für die 
Hiebtöne lehrt aber weiterhin Folgendes. Hätte Kohlrausch 
größere Spaltbreiten benutzt, so würde er U-N-Kurven er- 
halten haben, die nicht nur nahezu, wie die für die größten 
von ihm benutzten Spaltbreiten, sondern exakt durch den 
Koordinatenanfangspunkt gegangen wären. Für diese würde 
dann also U, gleich Null und somit die Tonhöhe der Strömungs- 
geschwindigkeit direkt proportional sein, ganz ebenso wie bei 
den Tonhöhen der Hiebtöne. Dieser Grenzfall der einfachsten 
Gesetzmäßigkeit ist von Kohlrausch für die größte von 
ihm benutzte Spaltbreite zwar sehr angenähert, aber noch 
nicht ganz erreicht, während Strouhal ihn für eine ganze 
Anzahl größerer Stabdicken realisiert hat. Kohlrausch 
bewegt sich vielmehr mit der Mehrzahl seiner Messungen 
schon in dem Gebiete, in welchem infolge zu geringer Spalt- 
breite ganz die analogen Abweichungen auftreten, wie sie 
Strouhal bei zu geringen Stabdicken beobachtete. Da für 
alle diese Kurven fir U=0 auch N=0 sein muß, gehen 
sie für geringe Stabdicken bzw. Spaltbreiten als gekrümmte 
Kurven vom Koordinatennullpunkt aus, haben aber in ihrem 
oberen Teil Gerade als Asymptoten, die in ihrer Verlängerung 
die U-Achse in den Abständen U, schneiden würden. Diese 
Krümmung der Kurven hat sowohl Kohlrausch für geringe 
Spaltbreiten wie Strouhal für geringe Stabdicken gefunden. 
Es ist deshalb richtiger, die Kurven mit Strouhal durch 
die Formel: 


k 


wiederzugeben, in der f(U) mit steigender Geschwindigkeit 
einem endlichen positiven Grenzwert sich nähert, der außerdem 
für hinreichend große Stabdicken bzw. Spaltbreiten gleich 
Null wird. 

Auch W. Kohlrausch bemerkt, „daß mit zunehmender 
Spaltbreite die Neigung der Geraden gegen die U-Achse ab- 
nimmt und ihr Schnittpunkt mit dieser Achse sich dem Null- 
punkt des Systems nähert“. Er hat auch die weitgehende 


Analogie zwischen den Spalttönen und den Hiebtönen deutlich 


erkannt und betont, es könne kaum ein Zweifel sein, daß die 
Entstehung der Spaltténe wie der Drahttöne (Hiebtöne) auf 
ähnliche Ursachen zurückzuführen ist. 
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Nachdem nun, wie in der Arbeit von A. Lauth und mir?) 
und einer späteren von mir?) gezeigt wurde, die Theorie der 
Hiebtöne sich quantitativ auf die Wirbelablösung unter Zu- 
grundelegung der Theorie von v. Kärmän®) zurückführen 
ließ, lag es nahe, die Theorie der Wirbelablösung auch zur 
Erklärung der Spalttöne heranzuziehen. 

Hierfür war also in erster Linie das Auftreten stabiler 
Wirbelsysteme beim Ausströmen von Flüssigkeiten aus engen 
Spalten nachzuweisen. Es wurde dazu der in der früheren Arbeit 
von mir®) beschriebene Rundlauf benutzt. In den Glastrog 
desselben wurden als Spalt zwei unter einem Winkel von etwa 
70° geneigte Zinkbleche eingesetzt, die seitlich an den Glas- 
wänden abgedichtet waren, so daß die ganze Strömung durch 


4 
oa o 


Fig. 3. 


den Spalt gehen mußte. Die Spaltbreite konnte leicht ver- 
stellt werden. Die obenstehende Fig. 8 zeigt die schema- 
tische Anordnung von oben betrachtet; A und B bedeuten 
Glaswände (B trägt noch eine Zentimeterskala), welche ein- 
gesetzt wurden, um die störende Rückströmung zu verringern 
und einen geraden Verlauf des’ Wirbelsystems zu gewährleisten. 

Zur Sichtbarmachung der Wirbel sollte anfangs durch 


benutzt werden, das im Wasser schwimmt und sicb ziemlich 
lange schwebend erhält. Bei hinreichender Konzentration des 
Pulvers sieht man sowohl an der Oberfläche, wie im Inneren 
der Flüssigkeit die Wirbel mit bloßem Auge außerordentlich 
schön, so z. B. wenn man mit dem Pulver versetztes Wasser 
in einem Becherglase umrührt. Für die photographische 
> Aufnahme erwies sich dies Verfahren jedoch weniger geeignet, 


1) F.Krüger und A. Lauth, Ann. d. Phys. 44. S. 801. 1914. 


2) F. Krüger, Ann.d. Phys, 60. S. 279. 1919. 


3) Th. v. Kärmän, Göttinger Nachr. 1912, 8.547; Th. v. Kär- 


män und H. Rubach, Phys. Zeitschr. 18. 8. 49. 1912. 
4) F. Krüger, Ann.d. Phys. 60. 8. 279. 1919. 


: Ausglühen von seiner Fettschicht befreites Aluminiumpulver 
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da die Wirbelfäden sich beim Fortschreiten nicht genau zylin- 
drisch erhalten, so daß leicht verschwommene Bilder entstehen. 
Der Vorteil, daß man sich durch die Beobachtung‘ der Vor- 


gänge im Inneren des Wassers von den leicht vorhandenen | 


Störungen an der Oberfläche befreit, geht dadurch wieder 
verloren. Es wurde daher für die Aufnahme in üblicher Weise 
auf die Oberfläche gestreutes Lykopodiunpulver benutzt. 

Es wurde zuerst versucht, als Beleuchtung für die Auf- 
nahme starke elektrische Funken zu verwenden. Bei den 
so belichteten Aufnahmen sah man nun wohl die einzelnen 


_ Lykopodiumkonglomerate scharf abgebildet, aber die Strom- 
linien waren nicht zu erkennen. Damit sie im Bilde hervor- | 


treten, müssen sich eben die -Lykopodiumteile ein wenig 
während der Aufnahme verschieben, so daß sie im Bilde Linien 
ergeben. Es wurden daher geringe Mengen Blitzlichtpulver, 
und zwar je etwa 0,01 g entzündet und damit Aufnahmen 
erhalten, welche die Strémungslinien gut erkennen lassen. 
Das Objektiv des photographischen Apparates war ein sehr 
lichtstarkes, von der Firma Busch, sein Öffnungsverhältnis 
betrug 2,06, seine Brennweite 10,7cm. Für die Aufnahmen 
wurden die sehr empfindlichen Agfa-Isorapidpiatten benutzt. 

Zwei der so erhaltenen Aufnahmen sind in den Figg. 4 
und 5 (Tafel II) wiedergegeben. Sie zeigen sehr deut- 
lich das Auftreten von Wirbelsystemen, deren einzelne 
Wirbel gegeneinander versetzt sind, genau so wie die von 
v. Kärmän und Rubach photographierten und theoretisch 
als stabil erwiesenen Wirbelsysteme hinter Hindernissen. 
Die Wirbel bilden sich am Spalt natürlich so, daß die nach 
der Prandtlschen Theorie abgeschobene Grenzschicht sich 
nach außen aufrollt, während sie sich hinter einem Hindernis, 
etwa einem runden Stabe, nach innen aufrollt. Die Richtung 
des Drehungssinnes relativ zu der bewegten Flüssigkeit ist 
jedoch dieselbe. Die völlige Analogie läßt die umstehende 
Fig. 6 erkennen, in der oben die Wirbelablösung hinter einem 
bewegten Stabe, unten die beim Ausströmen der Flüssigkeit 
aus einem Spalt skizziert ist; man könnte das Verhältnis 
beider Vorgänge schildern, indem man sagt, daß im ersteren 
Falle das Flüssigkeitsband gezogen, im letzteren Falle ge- 
schoben wird. 

Die von v. Kärmän abgeleitete Stabilitätsbedingung, 
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daß das Verhältnis des Abstandes 1 zweier Wirbel zu dem 
Abstande h der beiden Wirbelreihen den konstanten Wert 
0,283 haben muß, findet sich auch hier erfüllt. Die Aus- 


-messung verschiedener Aufnahmen ergab z. B. die Werte 


0,80, 0,27, 0,28, 0,29, also im Mittel etwa 0,285. 

Für die Frequenz der Wirbelablösung N, die akustisch 
mit der Tonhöhe identisch ist, gilt nun N = u/l, wenn mit 
u die Fortbewegungsgeschwindigkeit der Wirbel in bezug 
auf den Spalt bezeichnet wird. 

Ebenso wie bei der Wirbelablösung hinter Hindernissen 
muß nun nach v. Kärmän das Verhältnis der Wirbelge- 


Fig. 6. 


schwindigkeit u zu der Strömungsgeschwindigkeit U der Flüs- 
sigkeitslamelle konstant sein; es sei mit a bezeichnet, also 
a=u/U. Ferner muß das Verhältnis des Abstandes der 
einzelnen Wirbel zu der Spaltbreite D konstant sein; es werde 


mit b bezeichnet, also b =1/D. Diese Verhältnisse a und b | 


können theoretisch bisher nicht berechnet werden, sondern 
müssen auf den Strömungsbildern abgemessen werden. Setzen 
wir nun also wu =a-U und 1=b-D, so bekommen wir 


oder 


. a 
= = konst. 


Für die Spalttöne gilt also bei hinreichender Spaltbreite 
ganz das entsprechende Gesetz, wie für die Hiebtöne, d.h. 


die Tonhöhe ist der Strömungsgeschwindigkeit direkt, der 


Spaltbreite umgekehrt proportional. 
Eine völlig exakte Gültigkeit dieser Beziehung ist für 
die von W. Kohlrausch bestimmte Tonhöhe der Spalttöne 
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-kaum zu erwarten, da, wie oben auseinandergesetzt, die be- 
nutzten Spaltbreiten nicht groß genug waren, so daß die 
N-U-Kurven für die größten Spaltbreiten die Abszissenachse 
nur in der Nähe des Koordinatenanfangspunktes, aber nicht 
genau in diesem selbst schneiden. Die nachfolgende Tab. 1 
enthält in der dritten Kolonne die Werte des Ausdrucks 


Tabelle 1. 
Ausströmen von Luft in Luft. 


Spaltbreite D |Geschwindigk. U 


in cm in em/sec 


0,0747 


0,0622 


N » D/U und zeigt, das wenigstens für die beiden größten 
Spaltbreiten dieser Ausdruck ziemlich konstant ist und der 
gebildete Mittelwert für diese beiden Spaltbreiten nahezu 
derselbe ist. 

Diese akustisch gefundene Konstante 0,044 des Ausdruc kes 
N » D/U muß sich nun aus den hydrodynamischen Messungen 
bestimmen lassen, wenn eben N mit der Frequenz der Wirbel- 
ablösung identifiziert wird. Um zunächst die Konstante 
a= u/U zu bestimmen, mußte einerseits die Wirbelgeschwin- 
digkeit u, andererseits die Strömungsgeschwindigkeit U ge- 
messen werden. Zur, Bestimmung von u wurde direkt mit 
der Stoppuhr die Zeit gemessen, die ein Wirbel zum Durch- 
laufen einer bestimmten Streeke (5cm) gebraucht. Um eine 
hinreichende Genauigkeit zu bekommen, wurde aus einer 
- großen Zahl von Messungen das Mittel genommen. Die 


~ 


| 
Frequenz N | N-D/U 
4 12200 670 0,041) 
| 200 | 1280 0,047). 
1290 820 | 0,089.) 
| 250 1640 0,047} + 
13770 950 0,035 
00498 1770 °. | 1410 0,039 
2280 | - 2030 | 0,044 
13400 960 | 0,027 = 
0,0373 | 1840 1660 0,034 
2310 2450 0,039 
| 120 | 650 0,018 
0,09 170 | 1380 0,020 
270 2280 | 0,026 Be 
® 

“= 


708 F. Krüger u. E. Schmidtke. 


Strömungsgeschwindigkeit U wurde indirekt bestimmt, indem 


die Geschwindigkeit U’ des Wassers vor dem Spalt in dem © 


breiten Kanal gemessen wurde. Dies geschah durch Messen 
der Zeit, die im Wasser. schwebende Aluminiumteilchen zum 
Durchlaufen einer bestimmten Strecke gebrauchten. Be- 
deutet dann D’ den Durchmesser des Kanals, D die Spalt- 
breite, so ist U = U’:D’/D. Daß die Strömung als stationär 
und gleichförmig angesehen werden konnte, zeigt die folgende 

Tab. 2, in der für zwei Fälle die 


Tabelle 2. Zeit angegeben ist, welche ein 

Teilchen in den verschiedensten 

tı ta Stellen des geradlinigen Teiles 

aay 14,2 (Glastrog) des Kanals, abgesehen 

9.8 13.2 von Teilchen - unmittelbar am 

9,5 12,2 Rande des Kanals, zum Durch- 

eilen einer Strecke von 8 cm ge- 
9.6 13,0 brauchten. 

Die folgende Tab. 3 enthält 

9.6 13,2 für zwei Spaltbreiten die Ge- 

.- 13,4 schwindigkeiten U, U’ und u, so- 

9,6 Mittel 13,0 wie das Verhältnis a = u/U. Aus 

9,8 dieser Tabelle ergibt sich das Ge- 

Mittel 9,7 samtmittel für a zu 0,224. 


Zur Bestimmung des Verhält- 
nisses b = 1/D wurden die Werte des Wirbelabstandes } und 
der Spaltbreite D aus einer Reihe von photographischen 


Tabelle 8. 
Spaltbreite em/sec | U in cm/sec a= u/U 

in em in cm/sec 

0,26 0,33 25,8 6,0 0,23 Mittel 
0,35 27,6 6,25 0,227 0,229 
0,31 24,6 5,7 0,23 

0,19 0,19 20,6 4,34 0,215 | Mittel 
0,23 24,9 5,49 0,22 0,218 


Aufnahmen ausgemessen. Die Resultate enthält die folgende 
Tab. 4. 
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Tabelle 4. 


Wirbelabstand J |SpaltbreiteDD b=1/D 


13,0 2,7 | 4,8 
15,0 3,0 5,0 
19,0 29; 49 
48 
23.0 4s | 48 
22'0 5.0 
Mittel 4,9 


Aus den so erhaltenen Konstanten a und b ergibt sich nun 
N-D _a _ 0,224 


Dieser hydrodynamisch gefundene Wert 0,046 für den Aus- 
druck N + D/U ist also in recht guter Übereinstimmung mit 
dem akustisch bestimmten Wert 0,044, wodurch also die 
Zurückführung der Spalttöne auf die Wirbelablösung er- 
wiesen erscheint. 

Es ist von Interesse, die Konstanten der Spalttöne mit. 
denen der Hiebtöne zu vergleichen. Die Konstante b = 1/D, 
welche hier den Wert 4,9 hat, beträgt bei den Hiebtönen für 
zylindrische Stäbe 4,8; die Konstante a = u/U , welche bei 
den Spalttönen gleich 0,224 ist, hat bei den Hiebtönen den 
Wert 0,14. Die Größenordnung ist jedenfalls dieselbe, die 
Verschiedenheit dürfte vor allem in der durch die verschiedenen 


‚Ablösungsbedingungen verursachten Verschiedenheit der Wirbel- 


stärke I’ begründet sein, mit der ja die Wirbelgeschwindigkeit 
in der Beziehung u= I'/l- Y8 steht. Daß der Ausdruck N -D/U 
für die Hiebtöne die Form 1 — a/b, für die Spalttöne dagegen 
die Form a/b hat, ist, wie leicht ersichtlich, darin begründet, 
daß bei den Spalttönen die Lamelle relativ zum Spalt strömt, 
während die umgebende Flüssigkeit ruht, daß dagegen bei den 
Hiebtönen umgekehrt die Lamelle ruht und die umgebende 
Flüssigkeit relativ zu dem Stabe strömt. Infolgedessen ist 
im ersten Falle die Ablösungsgeschwindigkeit der Wirbel 
einfach gleich u, im letzteren dagegen gleich U — u. Ver- 
nachlässigt man den Unterschied der Konstanten für die 
Spaltténe und für die Hiebtöne und setzt angenähert für beide _ 
die Mittelwerte a = 0,18, so folgt, wenn mit Ng, die Frequenz 
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der Spalttöne, mit Ng die der Hiebtöne bezeichnet wird, 
für gleiche U- und D-Werte 


oder 


oder nahezu 


Die Hiebtöne sind also bei gleicher Geschwindigkeit und # 
gleicher Spaltbreite bzw. gleichem Stabdurchmesser rund | 
vier- bis fünfmal höher als die Spalttöne. i 
Die Konstanz des Ausdruckes ‚N - D/U folgt rein formal 
ebenso wie für die Hiebtöne auch hier für die Spalttöne aus ~ 
den Ähnlichkeitssätzen der Hydrodynamik. Daraus ergibt 
sich auch für die Spalttöne der weitere Schluß, daß, soweit 
der Ausdruck konstant ist, er auch unabhängig von Druck 
und kinematischer Zähigkeit bzw. der Temperatur sein muß. 
Das bedeutet aber, daß sich für diesen Ausdruck dieselbe 
Konstante ergeben muß, nicht nur wenn die gesamte Flüssig- 
keit (Gas), d.h. ausströmende Flüssigkeit und Flüssigkeit, 
in die sie ausströmt, wechselt, sondern auch, wenn die aug # 
dem Spalte strömende Flüssigkeit (Gas) eine andere ist, wie | 
die, in welche sie strömt. Beobachtungen hierüber liegen 
ebenfalls von W. Kohlrausch vor, der auch die Höhe def 
Spalttöne gemessen hat, wenn Kohlensäure (Dichte A = 1,515), 
ein Gemisch von Kohlensäure und Luft (Diehte 4 = 1,247), ° 
Sauerstoff (Dichte A = 1,105), ein Gemisch von Kohlensäure 
und Leuchtgas (Dichte A = 0,992) und ein Gemisch von Luft 
und Leuchtgas (Dichte A = 0,716) in Luft ausströmte. Es ¥ 
ist also zu erwarten, daß auch in diesen Fällen der Ausdruck # 
N - D/U nahezu denselben Wert besitzt, wenigstens für die ® 
größten benutzten Spaltbreiten, für welche die N-U-Kurven 7 
nahezu durch den Koordinatenanfangspunkt gehen. Die 
folgende Tab. 5 gibt für die genannten Gase bzw. Gasgemische 
bei den größten von W. Kohlrausch benutzten Spaltbreiten © 
die Werte von N» D/U. 
Die Tabelle zeigt, daß auch beim Ausströmen von Gasen, © 
die verschieden sind von dem Gase, in das sie ausströmen, 
.die Beziehung zwischen Tonhöhe, Strémungsgeschwindigkeit © 


\ 

Ng _1-a i 
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Tabelle 5. 


Spalt- Geschwin-| 
Ausströmendes Gas | breite D |digkeit U 
in cm Jin cm/sec 


quenz N 


1040 670 
ange 0,0747 | 1320 870 


1470 1010 
Gemisch von Kohlensäure 1140 670 
0,0747 1490 910 
1690 1070 


1130 640 
(4 = 1,105) 0,0747 | 1820 | 1160 


Gemisch von Kohlensäure 1380 870 
und Leuchtgas 0,0622 1750 1210 
(4 = 0,992) 2150 1510 


Gemisch von Luft und 1540 820 
Leuchtgas 0,0622 2010 1180 
(4 = 0,716) 2340 1480 


os 


und Spaltbreite auch quantitativ sehr nahezu dieselbe ist, 
wie fiir Gase, die in dasselbe Gas ausstrémen; fiir das Gemisch 
von Luft und Leuchtgas ist der Wert der Größe N-D/U schon 
merklich kleiner als der Normalwert, doch ist zu beachten, 
daß sowohl für dies Gemisch wie auch für das Gemisch von 
Kohlensäure und Leuehtgas die größte benutzte Spaltbreite 
nur 0,622 mm betrug, während für die anderen Gase die 
größte Spaltbreite den Wert 0,747 mm hatte. 

Entsprechend dem oben Gesagten, wonach der Ausdruck 
für die Abhängigkeit der Frequenz von der Geschwindigkeit, 
wenn er auch die kleinen Spaltbreiten mit umfassen soll, ver- 
mutlich zu schreiben ist 


worin f(U) für hinreichend große U sich einem konstanten 
Werte U, nähert, so daß dann df(U)/dN = 0 wird, sollte 
exakter gelten 
dN a 
Bei der Prüfung dieser Beziehung ist jedoch zu bedenken, 
daß der Differentialquotient dN/d U nur recht roh zu be- 
stimmen ist, da von W. Kohlrausch für jede Spaltbreite 


N- DIU 

Mittel | 

049 0,049 

051 

| 044 Mittel 

| 046 0,046 

| 047 

Savers 042 Mittel 
048 0,045 

039 Mittel 

043 0,042 

044 

0,033 Mtttel = 

0,036 

0,039 

Ä 
ie 
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bei jedem Gase nur drei Werte für U (U,, U,, Us) und fir N | 


(N,, N,, N,) angegeben sind. Aus diesen ist in der folgenden 


Tabelle bei der Berechnung das Mittel aus N, — N,/U, — T, 
und aus N, — N,/U, — U, genommen und für d N/d U ein © 
gesetzt. Um genauere Werte des Produktes D-dN/dU © 


zu bekommen, müßte eine weit größere Reihe zusammen- 
gehöriger Werte von N und U gegeben sein, wie das für die 
Hiebtöne durch die Messungen von Strouhal der Fall ist. 
Immerhin mögen die so für Luft bei einer Spaltbreite von 
5mm und verschiedenen Spaltdicken s zwischen 9,5 mm und 
1 mm (die letzte mit einem Stern bezeichnete Kolonne gibt 
die Zahlen für einen mit Schmirgel aufgereuhten Spalt) in 
der folgenden Tab. 6 wiedergegeben werden. 


Tabelle 6. 
Ausströmen von Luft in Luft. 
Spaltbreite D D-dN/dU 
in mm s = 9,5 mm | s = 5 mmis = 3 mm/s = 1 mm|s* = 1 mm 
0,747 0,062 0,056 
0,622 0,064 0,059 0,061 0,061 0,056 
0,498 0,063 0,059 0,052 0,056 0,060 
0,373 0,052 0,057 0,052 0,052 0,053 
0,249 0,041 0,043 0,044 0,045 0,044 
Mittel | 0,056 | 0,055 | 0,052 | 0,054 | 0,053 


Die Werte der Tabelle für den Ausdruck D - (d N/d 0) 
sind nicht völlig konstant, sondern sie schwanken etwa zwischen 
0,06, bis 0,04; das auftretende Maximum beim Übergang von 
größeren zu kleineren Spaltbreiten deutet wohl darauf hin, 
daß die vorgenommene Tangentenbildung aus drei Punkten 
zu ungenau ist, umexakte Werte zugeben. Der hydrodynamisch 
bestimmte Wert 0,046 fällt jedoch zwischen die hier gegebenen 
Grenzen, 

Die Abweichung von dem einfachen Gesetz N - D/U = 
konst. hat Lord Rayleigh?) für die Hiebtöne mit Hilfe der 


Ähnlichkeitssätze zu geben gesucht, indem er auf Grund der 


letzteren schreibt: U 
N= ( v5): 

1) Lord Rayleigh, Theory of sound, 2. ed. Vol. II, S. 372, 1896; 
- Phil. Mag. (6) 20. S. 435. 1915. 
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worin v die kinematische Zähigkeit bedeutet. Da der dimensions- 
lose Ausdruck »/U - D eine kleine Zahl ist, entwickelt er die 
Funktion in eine Potenzreihe und findet so, indem er die Reihe 
mit dem zweiten Gliede abbricht 
N-D 

worin ¢ eine neue Konstante bedeutet. Schreibt man diese 
Gleichung in der Form 

a Cry 

und vergleicht sie mit der empirischen Formel von Kohl- 


rausch 
N=k(U-U,); 


so sieht man, daß k = a/D oder k-D= a und ferner TU, = 
c-»/D oder Up» D=v-c=c' sein muß, worin c’ eine 
Konstante bedeutet, die nur noch von der kinematischen 
Zähigkeit » abhängt, für eine gegebene Flüssigkeit also einen 
bestimmten Wert hat. ‘ Die Differentiation von N nach U 
ergibt also die bereits oben abgeleitete Beziehung D - (dN/d U) 
=a, nur daß eben in der Gleichung von Kohlrausch die 
N-U-Kurven. von vornherein als Gerade angesehen werden. 
Die folgende Tab. 7 enthält die Prüfung dieser Beziehungen. 


Tabelle 8. 
Spaltbreite D k D-k |U,in cm/sec! D+ U, 

0,0747 0,74 0,0553 - 303 22,6 
0,0622 0,94 0,0585 436 27,1 
0,0498 1,19 0,0593 580 28,9 
0,0373 1,53 0,0570 731 27,3 
0,0249 1,75 0,0436 867 21,6 


Man sieht, daß sowohl der Ausdruck D-%k wie auch 
D - U, zwar angenähert, aber durchaus nicht völlig konstant 
sind, was z. T. jedenfalls darauf zurückzuführen sein dürfte, 
daß die Kurven auch in dem hier gemessenen Gebiete ein 
wenig gekrümmt sind. Die Krümmung der Kurven würde 
aber erst durch die höheren Glieder in der Reihenent wicklung 
von Lord Rayleigh wiedergegeben werden. Andererseits ist 
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der Rayleighsche Ansatz für ‚die Abweichungen von der # 
einfachen Beziehung N - D/U = konst. immerhin hypothetisch | 
und rein formal. Die physikalischen Ursachen der Abweichungen * 
werden in der Art der Wirbelablösung begründet sein, die bei ° 
zu engen Spalten bzw. zu geringen Stabdicken irgend wie | 
behindert oder verändert sein wird. Über sie wird erst eine | 
eingehende Untersuchung dieser Abweichungen mit Hilfe 
photographischer Aufnahmen an strömendem Wasser Auf- | 
klärung bringen können. Hier sollte zunächst eine Theorie # 
der Spalttöne auf Grund der Theorie der Wirbelablösung 
für den einfachen Grenzfall hinreichend großer Spaltbreiten = 
gegeben werden, die durch die Versuche als bestätigt an- 
zusehen ist. 


Danzig-Langfuhr, Physikalisches Institut der Tech- 
nischen Hochschule. 


(Eingegangen 18. Juni 1919.) 
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3. Zur Hydrodynamik der Schneidentine; 
von E. Schmidtke. 
(Hierzu Tafel III.) 


Die Abhängigkeit der sogenannten Schneidentöne, welche 
entstehen, wenn eine Gaslamelle gegen eine mehr oder weniger 
scharfkantige Schneide strömt, von den verschiedensten Fak- 
toren ist in den letzten Jahren vor allem von R. Wachsmuth 
und seinen Schülern!) eingehend untersucht. Diese Arbeiten 
haben als wesentlichste Resultate folgende Gesetzmäßigkeiten 
ergeben: 

Ein Ton entsteht erst dann, wenn die Schneide des Keiles 
einen gewissen minimalen Abstand vom Spalt hat; dieser kri- 
tische Abstand a, ist abhängig von der Ausströmungsgeschwin- 
digkeit. Die Tonhöhe sinkt bei Vergrößerung des Schneiden- 
abstandes stetig und ist diesem umgekehrt proportional. Bei 
einem bestimmten Wert a, des Abstandes springt der Ton 
jedoch um eine Oktave nach oben, um dann wieder bei wach- 
sendem Abstand a stetig nach demselben Gesetze wie vorher 
abzunehmen bis zu einer Stelle a,, wo die Tonhöhe wieder 
um etwa eine Oktave springt. Es ist a, nahezu proportional 
2a, und a, proportional 8a). Die Tonhöhe ist ferner der Aus- 
strömungsgeschwindigkeit U direkt proportional. Der Zu- 
sammenhang zwischen Tonhöhe N, dem Schneidenabstand a 
und der Ausströmungsgeschwindigkeit U läßt sich nun für 
die verschiedenen Intervalle in die einfache Gleichung zu- 
sammenfassen 

2aN_ 
worin für ¢ die Reike der ganzen Zahlen einzusetzen ist und zwar 
für das erste Intervall 1, für das zweite 2, usw. 

Der Mechanismus der Tonerzeugung dieser Schneidentöne 

ist besonders durch die kinematographische Aufnahme von 


1, 


1) Literatur vgl. bei H. R. Göller, Dissertation, Gießen 1912. 
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Schlierenbildern der pendelnden Luftlamelle durch R. Wachs-: ° 


muth?) erheblich geklärt; er zeigte, daß durch die Stauung 
des Luftstromes eine Pendelung um die Gleichgewichtslage ein- 
geleitet wird, bei welcher die Lamelle entweder ihrer ganzen 
Länge nach um die Schneiden hin und her pendelt, wie dieg 
bei dem Grundton oder dem 1. Intervall der Fall ist oder aber 
in Unterabteilungen, in einzelne sogenannte Bänder zerfällt 
und so hin und her pendelt, wobei die Anzahl der Bänder dem 
jeweiligen Intervall entspricht. 
Die erwähnte Beziehung 


ist von W. König?) gefunden auf Grund der Vorstellung, 
daß eine Störung infolge der Stauung von der Schneide weg 
mit Schallgeschwindigkeit der Strömung entgegen zum Spalt 
zurückläuft, daß sie dann hier eine Störung in der Ausströmungs- 
geschwindigkeit verursacht, die von der Lamelle mit der 
Strömungsgeschwindigkeit fortgetragen wird und an der Schneide 
dann eine neue Stauung auslöst. Die Formulierung dieser 
‚ Vorstellung ergibt die Gleichung 


Damit der Faktor 2 noch im Zähler auftritt, muß angenommen 
werden, daß die erste Stauungsverdichtung eine Verdünnung 
in der Lamelle erzeugt, so daß die zweite Störung eine Ver- 
dünnungswelle sein würde und erst die dritte Störung wieder 
eine Verdichtung. Diese Annahme erscheint nicht ohne Be* 
denken. König selbst gibt ferner zu, daß seine Theorie keine 
Erklärung für die Tatsache ergibt, daß der Ton erst bei einem 
gewissen Schneidenabstand entstehen kann, daß sie ferner 
auch von dem Springen des Tones in die nächst höheren Oktaven 
keine Rechenschaft gibt. : 

Eine weitere Aufklärung dieser Vorgänge ist jedenfalls 
erwünscht. Sie kann natürlich zunächst nur durch experi- 
mentelle Untersuchungen gewonnen werden. Der hoffnungs- 
-vollste Weg hierfür scheint nun der zu sein, daß man den dem 
akustischen Vorgang der Schneidentöne entsprechenden Fall 


1) R. Wachsmuth, Ann. d. Phys. 14. S. 469. 1904. 
2) W. König, Phys. Zeitschr. 18, S. 1053, 1912. 
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einer strömenden Wasserlamelle, die auf eine Schneide auf- 
trifft, beobachtet. Daß sich Wasser für Tonerzeugungen, die 
dem behandelten Fall verwandt sind, grundsätzlich von Gasen 
nicht unterscheidet, hat schon C. Sondhaus!) gezeigt. Eine 
solche Untersuchung von Flüssigkeitslamellen hat den Vorzug, 
daß der Vorgang bei der sehr viel geringeren Strömungsgeschwin- 
digkeit und der damit verbundenen geringeren Pendelungs- 
frequenz sowie den größeren Dimensionen mit dem Auge direkt 
beobachtbar ist. Das gleiche Verfahren hat ja schon bei den 
Hiebtönen?) und den Spalttönen®) zu weitgehender Aufklärung 
‚und einer Bestätigung der Wirbelablösungstheorie dieser Töne 
geführt. Auf Veranlassung von Hrn. Professor Krüger habe 
ich daher das Verhalten einer aus einem Spalt ausströmenden 
auf eine Schneide auftreffenden Flüssigkeitslamelle untersucht. . 

Es war also vor allem festzustellen, 1. ob sich auch bei 
geringen Ausflußgeschwindigkeiten irgendein periödischer Vor- 
gang einstellt, der bei genügend großer Frequenz als Ursache 
der Tonbildung anzusprechen ist. 2. Ob auch hierbei das für 
diese Art von Tönen so charakteristische Springen eintritt, 
d.h. ob hier für einen bestimmten Schneidenabstand a eine 
ungefähre Verdoppelung der Frequenz eintritt usf. 3. Ob auch 
hier die Königsche Beziehung 

2aN_ 
1 
gilt. 

Zur Sichtbarmachung der Vorgänge im Wasser wurde ver- 
sucht, dem ausströmenden Wasser eine Suspension von von der 
Fettschicht befreitem Aluminiumpulver zuzusetzen, oder aber 
es durch einen Zusatz von hinreichend konzentrierter Kalium- 
permanganatlösung zu färben. Beide Wege erwiesen sich als 
gut brauchbar, um die auftretenden Bewegungen mit dem 
Auge zu verfolgen, indessen kann man sich ihrer bei photo- 
graphischen Aufnahmen weniger gut bedienen, da ein scharfes 
Einstellen kaum möglich ist. 

Es genügt aber auch, sich bei der Beobachtung auf eine 
Ebene zu beschränken, als die sich naturgemäß die Oberfläche 

1) C. Sondhaus, Pogg. Ann. 124, S. 1 u. 135. 1865. 

2) F. Krüger u. A. Lauth, Ann. d. Phys. 44. 8. 801. 1914; 
F. Krüger, Ann. d. Phys. 60. S. 279. 1919. 

3) F. Krüger u. E. Schmidtke, Ann. d. Phys. 60. S. 701. 1919. 

Annalen der Physik. IV. Folge. 60. 47 


1 
3 
t 
r 
B 
r 
4 
r 
4 
i j 


718 E. Schmidtke. 


darbietet. Auf das Wasser gestreutes Lykopodiumpulver erwies 
sich hierfür am geeignetsten; das von Lord Rayleigh vor- 
geschlagene Schwefelpulver flockt sieh sehr bald zu größeren 
Konglomeraten zusammen. Man kann sich hier um so eher 
auf die Betrachtung der Oberfläche beschränken, als man nicht 
zu befürchten braucht, daß die Erscheinungen durch Störungen 
der Oberflächenspannung beeinflußt werden. Dazu sind die 
auftretenden Bewegungen zu intensiv, und zudem ergab auch 
eine Vergleichung der Oberflächenbewegung mit der durch 
Aluminiumteilchen sichtbar gemachten Bewegung in tieferen 
Schichten eine vollkommene Übereinstimmung. 

Es wurde zunächst versucht, für diese Versuche den schon 
in der Arbeit von F. Krüger!) beschriebenen Rundlauf zu 
benutzen. Der aus einem Zinkspalt von 2mm Breite aus- 
strömenden Wasserlamelle wurde ein Zinkkeil von 52° Keil- 
winkel und von 8,7cm Seitenlänge entgegengestellt. Berührte 
zunächst der Keil den Spalt nahezu, so geschah nichts Peri- 
odisches. Erst wenn man den Abstand des Keiles vom Spalt 
auf ungefähr lem vergrößerte, fing die Lamelle an, ziemlich 
kräftig zu pendeln. Wurde nun der Abstand allmählich ver- 
größert, so blieb die Frequenz der Pendelung nahezu kon- 
stant, um plötzlich auf genau die Hälfte zu fallen. Durch 
Variieren der Geschwindigkeit des ausströmenden Wassers 
wurde eine Änderung der Frequenz der Pendelung nicht herbei: 
geführt. 

Diese Ergebnisse entsprechen also zunächst in keiner Weise 
den bei den Schneidentönen beobachteten. Der Grund für 
dieses abweichende Verhalten war aber unschwer zu erkennen: 
Ss durch die Pendelungen der Lamelle wird die ganze Wasser- 
masse im Kanal zu heftigen Schwingungen erregt. Da diese 
Wassermasse aber eine ausgesprochene Eigenfrequenz besitzt, 
die bei den relativ beschränkten Dimensionen des Kanals der 
Pendelungsfrequenz einigermaßen nahe liegt, so wird die zu 
erwartende Änderung der Frequenz der Lamellenpendelung 
von dem überwiegenden Einfluß der Eigenschwingung der 
Wassermasse unterdrückt, diese zwingt vielmehr der Lamelle 
wenigstens innerhalb weiter Grenzen ihre eigene Frequenz auf. 
Wir haben hier also ganz die analogen Verhältnisse wie bei 


1) F. Krüger, Ann. d. Phys. 60. S. 279. 1919. 
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einer Pfeife, deren Verhalten von R. Wachsmuth!) dahin 
vollkommen aufgeklärt ist, daß das Resonanzrohr der Pfeife 
die Frequenz der Lamellenschwingung innerhalb ausgedebnter 
Grenzen konstant hält, und daß erst bei einer sehr erheblichen 
Differenz der Frequenz der Lamellen- und Flüssigkeitsschwin- 
gung das konstante Mitschwingen versagt, bis plötzlich ein 
Umschlagen in einen der Obertöne des Pfeifenrohres eintritt. 

Wenn man aber einigermaßen Einsicht in den Mechanismus 
der reinen Schneidentöne gewinnen will, so muß man also diese“ 
Eigenschwingungen des umgebenden Mediums ausschalten oder 
richtiger ihre Frequenz von der der Lamellenschwingung so- 
weit verschieden machen, daß eine gegenseitige störende Be- 
einflussung nicht mehr eintritt. Zu dem Zweck muß die 
Wassermasse, in die der Strahl durch den Spalt eintritt, mög- 
lichst ausgedehnt sein, damit sie eine möglichst langsame 
Eigenfrequenz hat. Es wurde daher eine Zinkwanne von 


120 cm Länge, 50 cm Breite und 8cm Höhe benutzt. In ‘diese 
Zinkwanne ist ein Zinkkasten von 82cm Länge und 18cm. 


1) R. Wachsmuth, Ann. d. Phys. 14. S. 469. 1904. 
47* 
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Breite eingesetzt, der auf der einen Seite unter einem Winkel 
von 65° in einen Spalt von 2mm Breite ausläuft. Dieser | 
Kasten steht mit seiner Längsrichtung parallel der schmaleren ° 
Seite des Wasserbeckens, wie das die vorstehende Fig.1 
wiedergibt. 

Durch eine Schlauchleitung fließt das Wasser dem inneren 
Kasten stetig zu. In diesem Kasten eingebaute drei Siebe 
aus feiner Drahtgaze bewirken, daß das Wasser wirbelfrei und | 
mit so gut wie gleichmäßiger Geschwindigkeit dem Spalte zu- 
strömt. Vor dem Spalt wird der schon erwähnte kleine Zink- # 
keil symmetrisch aufgestellt. Die Zinkwanne enthält drei ® 
Ausflußröhren, deren Öffnung so reguliert wird, daß das 
Wasserniveau in der Wanne konstant bleibt. Um zu verhindern, 
daß das auf die Oberfläche gestreute Lykopodiumpulver ab- — 
läuft, wurde vor die Öffnungen ein Wehr aus Zinkblech gesetzt, -” 
das den unteren Wasserschichten freien Austritt ermöglicht, 
der obersten Schicht aber verwehrt. Durch Entfernung dieses 
Bleches läßt sich andererseits die Oberfläche sehr schnell er- 

neuern. Eine solche Erneuerung ist öfters geboten, da die 

\ Oberfläche nach einigem Stehen wegen auftretender Spannung 
für die Versuche unbrauchbar wird. 

Als Belichtung für die photographischen Aufnahmen wurde. ° 
wieder Blitzlichtpulver verwandt und zwar in so kleinen 
‘Mengen, als es die Empflindlichkeit der Platten nur eben zu- 
ließ. Durch eine große Linse wurden die Strahlen besonders 
auf das Gebiet zwischen Spalt und Schneide konzentriert. 

Wurde nun bei gleichbleibender Geschwindigkeit U des 
ausströmenden Wassers der Abstand a zwischen Schneide und 
Spalt stetig verändert, so ergab sich folgendes: ist a= (0), so 
teilt sich die ausströmende Flüssigkeit am Keil, ohne etwas 
Besonderes zu zeigen. Hieran ändert sich nichts, bis der Ab- 
stand etwa gleich 1,8cm geworden ist. Dann fängt das aus- 
tretende Flüssigkeitsband an zu pendeln, und zwar anfangs 
ziemlich-schnell. Die Frequenz dieser Pendelung nimmt aber 
abin dem Maße, in dem man den Schneidenabstand vergrößert. 
In Tabelle I sind die Resultate einer solchen Versuchsreihe 
aufgeführt, und zwar steht in der 1. Spalte der jeweilige Ab- 
stand a in Zentimetern, in der zweiten die für 20 Schwingungen 
gebrauchte Zeit in Sekunden und das Mittel hiervon, in der 

dritten stehen die hieraus berechneten Werte der Pendelungs- 
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frequenz N und endlich in der letzten Spalte das Produkt aus 
Frequenz N und Schneidenabstand a. 


Tabelle 1. 


Schneidenab- Zeit für die Dauer von 
stand a in cm 20 Schwingungen 


Mittel 
6,3 


DAD 
bo 


1,5 


coco 


wi 


Om 


POW 
to 


ANSSS w 


SEES 


ow 


| 


| 


to 


» 


3,7 8,7 2,30 | 8,5 


who 


4,05 9,3 2,15 8,7 


| 
| 


In dem Intervall zwischen den Schneidenabständen a = 
1,5 mm bis « = 2,5 mm ist das beobachtete Bild des Pendelns 
dasselbe, nur nimmt die Frequenz des Pendelns mit wachsen- 
dem Abstand aab, und zwar ist sie, wie die letzte Spalte zeigt, 


li 
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1g | 3,17 | 4,8 £ 
| | 
165 7,0 290. | 
8 | 
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| | = 
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mit großer Annäherung diesem Abstand umgekehrt proportional, 
Bei dem Schneidenabstand a = 2,5 cm tritt aber offenbar ein’ 7 
Sprung in den Bewegungserscheinungen auf: die Lamelle schwingt ° 
jetzt plétzlich doppelt so schnell, ihre Frequenz ist also auf die 
höhere Oktave gesprungen. Aber auch in diesem neuen Intervall 
nimmt jetzt wieder die Frequenz mit wachsendem Schneiden. 
abstand ab und zwar, wie die letzte Spalte der Tabelle zeigt, wieder 
sehr angenähert dem Scheidenabstand umgekehrt proportional, 

Bei weiterer Vergrößerung des Schneidenabstandes a war 
das Pendeln nicht mehr zu verfolgen, da sich äußere störende | 
Einflüsse immer stärker bemerkbar machten. Es konnten | 
infolgedessen auch weitere Sprünge in der Pendelfrequenz 
nicht beobachtet werden. 

Die Resultate der Tab. 1 sind noch in der folgenden. 
Fig. 2 wiedergegeben, in der als Abszisse der Schneidenabstand a, — 
als Ordinate die Pendelungsfrequenz N aufgetragen ist. 


| 


) 


i iL i 


16 18 20 22 24 26 28 30 32 34 36 38 40 42a 
Fig. 2. 

Vergleicht man diese Ergebnisse mit den Resultaten der ~ 
Untersuchung der Schneidentöne, so erkennt man die völlige 
Übereinstimmung, nur daß eben hier wegen der langsamen ° 
Frequenz das. Pendeln mit dem Auge direkt beobachtet werden © 
kann, während es bei den Schneidentönen erst aus einer Reihe © 
kinematographischer Aufnahmen von Schlierenbildern der Luft- © 
lamelle erschlossen werden muß. 


. 
722 
— 
ig 
{ 
3,4 
— 32 
3,0 
i 
ie 
2,4 
2,2 
— 20 
7 
| 


Zur Hydrodynamik der Schneidentöne. 723 


‘ 
Uber den Strémungsmechanismus bei diesen Pendelungen 
und speziell über seine Änderung beim Übergang vom ersten 


in das zweite Intervall, in dem die Pendelungsfrequenz um — 


eine Oktave in die Höhe springt, lehrt nun die direkte Beob- 
achtung mit dem Auge folgendes. Im ersten Intervall pendelt 
die Lamelle als Ganzes hin und her. Beim jedesmaligen Zurück- 
gehen aus der maximalen Lage rollt sich das Ende zu einem 
Wirbel auf, der dann an der Keilwand entlang fortwandert. 
Auf der rechten Seite der Lamelle (Blickrichtung Spalt—Schneide) 
sind diese sich ablösenden Hauptwirbel rechtsdrehend, von 
oben betrachtet, wie das die nachstehende Fig. 3 2 das 
Umgekehrte findet auf der lin- 

ken Seite statt. Es hat sich 

also auch hierbei das Ergebnis 

herausgestellt, daß genau, wie 

bei den Hieb- und Spalttönen, 

die Frequenz des auftretenden 

Tones unmittelbar zusammen- 

hängt mit der Anzahl der ab- 

gelösten Wirbel. Als neue Tat- Fig. 4. 
sache kommt hier jedoch hinzu, 

daß, wenn bei Vergrößerung des Abstandes a die Pendelung 
langsamer wird, auch die Anzahl der in der Zeiteinheit ab- 
gelösten Wirbel entsprechend kleiner wird. Die primären 
Wirbel, die vor der Schneide entstehen, erzeugen nun bei 
ihrem Weiterwandern längs der Keilwand oder richtiger wohl 
beim Auftreffen auf die Schneide sekundäre Wirbel, deren 
Drehungssinn dem der ersteren entgegengesetzt ist. Die oben- 
stehende Fig. 4 gibt eine Skizze hiervon; die ausgezogenen 
Kreise stellen die primären Wirbel, die kleineren gestrichelten 
Kreise die- sekundären Wirbel dar. Die letzteren sind natur- 
gemäß durch die Reibung an der Keilwand stärker gedämpft 
als die ersteren. Abgesehen von der dadurch bedingten Un- 
symmetrie haben wir auf jeder der beiden Keilseiten ein 
v. Kärmäns:hes Wirbelsystem. Schon Wachsmuth hatte 
darauf hingewiesen, daß die mit der Tonbildung eng zusammen- 
hängenden Wirbel schon vor der Schneide entstehen. Er 
folgerte dies aus ihrem Drehungssinn; denn würden sie durch 
Reibung an den Keilwänden entstehen, so müßte ihr Drehungs- 
sinn mit dem der eben besprochenen sekundären Wirbel über- 
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einstimmen. Auf den Schlierenbildern Wachsmuths sind 
aber nur die Hauptwirbel erkennbar. Wachsmuths An- 
nahme, daß die primären Wirbel vor der Schneide entstanden 
sein müssen, wird also durch unsere Ergebnisse vollauf be- 
stätigt. Photographische Aufnahmen des Strömungszustandes 
im ersten Intervall gibt die Fig. 5 (Tafel III) wieder, die 
sehr schön die Reihe der primären und sekundären Wirbel, 
welche an der Keilwand entlang wandern, erkennen läßt. 
Hat man durch Vergrößerung des Abstandes a den kri- 
tischen Punkt erreicht, wo der Ton ungefähr in seine höhere 
Oktave umschlägt, so ändert sich das Bild wesentlich. Die 
Lamelle schwingt nicht mehr als Ganzes, sondern erscheint 
gewellt. Offenbar bildet sich schon zwischen Spalt und Keil 
ein kurzes Stück eines v. Kärmänschen Wirbelsystems aus. 
Photographische Aufnahmen des Strömungszustandes in diesem 


zweiten Intervall zeigen die Figg. 6 und 7 (Tafel III). Man 


sieht in diesen Figuren deutlich zwei wohlausgebildete Wir- 
bel vor dem Keil. Bei einem Umschlagen aus der ersten, in 
die zweite Phase verdoppelt sich also die Zahl der pro Zeit- 
einheit abgelösten Wirbel. Während aber bei der Wirbelab- 
lösung des freien Ausströmens, dem die Spalttöne entsprechen, 
der Abstand zweier aufeinander folgender Wirbel bei konstanter 
Spaltbreite eindeutig gegeben ist, ist dieser Abstand hier von 
dem Keilabstand a abhängig. 

Die nachstehende Fig. 8 gibt eine Skizze von vier Phasen 
des Schwingungszustandes in diesem zweiten Intervall; die 

2 e d e 


6 
\ \/ / PN 
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A A A 
Fig. 8. 
Phasen unterschieden sich um je 1/, Periode, in e ist dann 
wieder derselbe Zustand erreicht wie in a. 


Die Wirbel wandern auch hier an der Keilwand entlang, 
indem sie sich durch Nebenwirbel ergänzen. 
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Nach dem Bisherigen ist es nun nicht schwer, sich ein Bild 
davon zu machen, wie sich in den weiteren Intervallen der 
Schwingungszustand abspielen wird. In der nebenstehenden 
Fig.9 ist ein v. Kärmänsches E 
Wirbelsystem gezeichnet, wie “ fe) 
es sich beim Ausströmen von _ 

Flüssigkeiten aus einem Spalt 

einstellt*); zu beachten ist na- 
türlich, wie aus dem oben Ge- Fig. 9. 

sagten zur Genüge hervorgeht, daß der Wirbelabstand beim 
Vorhandensein einer Schneide vom Schneidenabstand abhängt. 
Ein Keil in der Stellung I, II, III, IV würde nun jedesmal 
ein und denselben Ton, aber jeweils in dem Intervall bzw. 
1, 2, 8 oder 4 hervorrufen. Hieraus folgt, daß die Differenz 
der Abstände a für ein und denselben Ton in zwei aufeinander 
folgenden Intervallen konstant sein muß. Diese Konstante 
muß natürlich in dem Maße abnehmen, wie die Tonhöhe zu- 
nimmt, da sich dann das ganze Wirbelsystem zusammendrängt. 

Diese Forderung der Konstanz der Differenz der Schneiden- 
abstände bei gleichem Ton in verschiedenen Intervallen läßt 
sich an den hier angestellten hydrodynamischen Versuchen 
nicht prüfen, da sich nur zwei Intervalle beobachten ließen. 
Die Prüfung läßt sich jedoch leicht ausführen an den Resul- 
taten der akustischen Messungen, die J. Rieth?) für aus- 
strömende Luft erhalten hat. Um in den verschiedenen Inter- 
vallen die Schneidenabstände für die gleiche Schwingungszahl 
zu erhalten, mußte natürlich an Hand der Kurven zwischen 
den gemessenen Werten interpoliert werden. In der folgenden 
Tab. 2 sind in der ersten Kolonne die Schwingungszahlen, 


Tabelle 2. i 
Spaltbreite D=0,102cm, Ausflußgeschwindigkeit der Luft U=562,1cm/sec. 


600 | 
650 | 0,43 | 0,93 | 1,43 | 1,95 || 0,52 | 0,50 | 0,50 0,51 
700 | 0,40 | 0,86 | 1,35 | 1,85 | 0,50 | 0,49 | 0,46 0,48 


1) F. Krüger u. E. Schmidtke, Ann. d. Phys. 60. S. 701. 1919. 
2) J. Rieth, Dissertation, Gießen 1917. 


450 | 0,64 | 120 | 198) — | - | 0,64 | 065 | 0,645 | 
500 | 0,58 | 119 | 178) — | — | 059 | 061 | 0,60 : 

550 | 0,52 | 1.10 | 1.65 | 2,22 | 0,57 | 0.55 | 0,58 | 0,56 i 
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in den nächsten vier Kolonnen die zugehörigen Schneiden- | 
abstände, in den nächsten drei Kolonnen die Differenzen je 
zweier aufeinander folgender Schneidenabstände und in der 
letzten Kolonne das Mittel aus diesen Differenzen angegeben. 

Der Theorie entsprechend ergeben sich also in der Tat 
die Werte von a— Gs, G-G, 4 a, für ein und dieselbe 
Schwingungszahl N als nahezu konstant. ; 

Es folgt übrigens schon aus der Tatsache, daß diese # 
Werte ,—@, a, untereinander gleich sind fir 7 
eine bestimmte Schwingungszahl N = N,, daß dann dasselbe 
für jede andere Schwingungszahl N= N, auch gelten muß, ° 
wenn man voraussetzt, daß die N-a-Kurven eben Hyperbeln 
sind, wie das ja die Beobachtung ergibt. 

Wir setzen, um dies zu zeigen, 


Gy = Gy = a, — = Ay,. 
Für den Wert N = N, seien die entsprechenden Werte 

Die Kurvenstücke, die man als Bilder für die Abhängigkeif 
der Schwingungszahl N vom Abstand a erhält, gehören, wie 
schon gesagt, zu Hyperbelbogen, die ihrerseits wieder einer 


einparametrigen Schar angehören. Diese Schar läßt sich durch 
die Gleichung darstellen 


N-a= (c+ v Ay,)* Nj, 
worin 
1,2.... 


Die umstehende Fig.10 gibt diese Hyperbelschar wieder. 
Legt man nun die Gerade N = N, durch die Schar, so erhält 
man damit 


N; N, 
Es ist also, wie behauptet, auch 
a, — 4,2 = — = 


FM 
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Das Ergebnis läßt sich auch so ausdrücken: Legt man 
Gerade im Abstand N parallel zu der Abszissenachse durch 
die Hyperbelschar, dann schneiden zwei aufeinander folgende 


Fig. 10. 

Hyperbeln auf ein und derselben Geraden immer gleich lange 
Stücke heraus. Für verschiedene Gerade verhalten sich diese 
Btücke oder Differenzen A umgekehrt wie ihre Abstände von 
der Abszissenachse. Diese letzte Folgerung ist an den Zahlen 
der vorhergehenden Tabelle in der folgenden Tab. 8 geprüft. 
In dieser Tabelle stehen in der ersten Kolonne die Schwin- 
gungszahl N, in der zweiten die zugehörigen Werte Ay, in der 
dritten das Produkt beider, das also konstant sein sollte. 


Tabelle 8. 


650 
700 | 
Die Tabelle zeigt, daß diese Forderung nahezu erfüllt ist. 
Daß der Wert des Produktes N- ‘Ay einen kleinen Gang auf- 
weist, rührt daher, daß die Kurven ein wenig von der Hyperbel- 
gestalt abweichen. 


ae 
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450 0,645 | 290 : 
500 0,60 300 nr 
550 0,56 | 308 
600 0,53 318 a 
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Außer von dem Schneidenabstand hängt die Tonhöhe N 
der Schneidenténe von der Strömungsgeschwindigkeit U ab. 
Wie oben erwähnt, gilt dafür die Beziehung 

- 2aN_ 1 
Es war also zu untersuchen, ob auch für die Pendelungen der 
Wasserlamelle diese Gleichung Gültigkeit besitzt. 
Die Bestimmung der Ausströmungsgeschwindigkeit U ge- 
schah indirekt. Durch die in den Zuströmungskasten (vgl, 

" Fig.1) eingesetzten Siebe wurde erreicht, daß das Wasser 
mit angenähert gleichmäßiger Geschwindigkeit dem Spalte zu- 
strömte. Diese Geschwindigkeit U’ im Kasten konnte nun 
durch direkte Beobachtung von im Wasser suspendierten 
Aluminiumteilchen festgestellt werden. Die Messung der Ge- 
schwindigkeit durch die Beobachtung von auf die Oberfläche 
gestreutem Lykopodiumpulver kann hier ganz falsche Resul- 

E: _ tate liefern, da sich im Kasten die Oberfläche bei den langsamen 

q Bewegungen anders als die tieferen Wasserschichten bewegt. 

= Die im Wasser schwebenden Aluminiumteilchen ermöglichten 

q es, an den verschiedensten Stellen des Kastenquerschnitts die 

Geschwindigkeit zu bestimmen. Messungen an den verschie- 
denen Stellen ergaben. nur wenig voneinander abweichende 

Werte. Aus dieser Strémungsgeschwindigkeit U’ im. Kasten 

berechnet sich nun die Ausströmungsgeschwindigkeit U der 

Flüssigkeitslamelle aus dem Spalt nach der Gleichung 

D' 
worin D’ die Breite des Kastens, D die des Spaltes bedeutet. 


Ausströmungsgesch windigkeit U angestellt. 

Zur Bestimmung der Geschwindigkeit U’ in dem Zu- 
strömungskasten wurde das Mittel aus 18 Messungen der Zeit 
genommen, die ein Aluminiumteilchen zum Durchlaufen des 
Weges von 8,5 em gebrauchte; so ergab sich U’ = 0.108 cm/sec. 
Hieraus berechnet sich, da der Durchmesser des Kastens 
D’ = 12,9cm, der des Spaltes D = 0,19cm betrug, 

U = 198 . 0,103 = 6,99 cm/sec. 

Die übrigen Messungen der Anzahl der Pendelungen bei 

verschiedenem Schneidenabstand wurden genau so wie bei den 


Es wurden zunächst zwei Versuchsreihen bei verschiedener - 
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obigen Messungen ausgeführt. Die folgende Tab. 4 enthält die 
Resultate dieser Messungen bei der genannten Ausströmungs- 
geschwindigkeit von U = 6,99 em/sec. 


Tabelle 4. 
Ausströmungsgeschwindigkeit U = 6,99 cm/sec. 


Schneidenab- 


stand a in em | Frequenz N | N-a | Ordnungs- | 


zahl | 


88 


D 


S88 


85 


we 


| 
| | 
| | 
In der folgenden Fig. 11 ist analog wie oben die Abhängig- 
keit der Schwingungszahl N vom Schneidenabstand a wieder- 
gegeben. 


“ 


3,2 


3,0 
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14 16 18 20 22 24 
Fig. 11. 


Bei der zweiten Beobachtungsreihe mit veränderter Strö- 
mungsgeschwindigkeit U wurden 2 Bestimmungen der Ge- 
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schwindigkeit U’ vorgenommen, die erste vor den Messungen 
der Pendelungsfrequenz und zwar mit 15 Einzelbeobachtungen, 
die andere hinterher mit 18 Einzelbeobachtungen. Die erstere 
ergab U’=0,119cm, die zweite U'’=0,117cm, im Mittel 
also U’ =0,118cm. Daraus berechnet sich die Ausströmungs- 
geschwindigkeit aus dem Spalt 

TT x 9118 + 12,9 

076 


Die nächste Tab. 5 enthält die Resultate dieser Versuche, 
die Bedeutung der Angaben der Tabelle ist dieselbe wie die 
der in der vorhergehenden Tabelle. 


= 8,025 cm/sec. 


Tabelle 5. 
Ausstrémungsgeschwindigkeit U = 8,03 cm/sec. 

Schneidenab- | Ordnungs- 2aN 
stand a in cm | Frequenz | iU 
1,3 3,13 4,06 1 | 1,02 

1,4 2,86 4,0 1 | 1,00 

1,6 2,48 3,98 1 | 0,99 

1,7 2,38 4,06 1 ' 1,08 
1.76 2.33 4.08 1 | Loe 

19 2,22 4,22 1 1,05 
2,05 4,0 8,2 2 1,02 

2,4 3,34 8,02 2 1,00 

2,7 2,98 8,07 2 ' 1,00 

3,0 2.78 8,33 


Auch hier sei die Abhängigkeit der Frequenz N vom 
Keilabstand a in der umstehenden Fig. 12 dargestelit. 

Aus beiden Versuchsreihen geht hervor, daß auch diese 
Pendelungsschwingungen der Wasserlamelle sehr gut die 
Königsche Gleichung 


2aN 
«U 


IR 


1 


erfüllen. Das beweist, daß man es bei ihnen mit genau dem- 


selben Vorgang zu tun hat, der dem akustischen Problem der 


Schneidentöne zugrunde liegt. 

Es sei hier zum Schluß noch eine Versuchsreihe wieder- 
gegeben, bei der statt des Keils ein einfaches 1 mm starkes 
und 8cm breites Aluminiumblech der ausströmenden Wasser- 
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lamelle entgegengesetzt wurde. Für die Ausstrémungsgesch win- 
digkeit aus. dem Spalt wurde hier als Mittel aus 19 Einzel- 

a2} 
4,0F 
387 
36F 
32} 
30+ 4 
28} 


247 


227 


20 iL i i +. i i i i i —~ 
12 14 16 18 20 22 24 26 28 30 32 a 
Fig. 12. 


beobachtungen.der Wert U = 5,4cm/sec gefunden. Die Re- 
sultate sind in der nachfolgenden Tab. 6 enthalten. 


Tabelle 6. 


Ausstrémungsgeschwindigkeit U = 5,4 cm/sec, 
Schneide von Aluminiumblech von 1mm Dicke. 


Schneidenab- = Ordnungs- 2aN 

stand ain cm | FtequenzN| WN-a zahl 
09 2,9 2,61 1 | 09 
1.0 27 2,70 1 1,0 
1.45 1,89 2.74 1 1,02 
2,2 1,23 2,68 1 0.993 
2,3 2,42 8,57 2 1.03 
2,5 2:27 5,67 2 1,05 
2'8 2.04 5.72 2 1,06 


Auch bei dem einfachen Blech als Schneide erfolgt also 
ein ganz entsprechendes Pendeln der. Lamelle wie bei einem 
richtigen Keil. Es entspricht das der bei den akustischen 
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Messungen gefundenen Tatsache, daß die Form des Keils mir = 
von sehr geringem Einfluß auf die Höhe der Schneidentöne ist, 7 
Die Resultate der letzten Tabelle sind noch in der folgenien ” 
Fig. 18 dargestellt, in der auch der hier vorhandene Sprung 
der Frequenz deutlich zutage tritt. 


i 


1; i i i i iL iL i 
08 10 12 14°16 18 20 22 24 26 28a 


Fig. 18. 


Das Gesamtergebnis dieser Untersuchung der Pendelung 
einer Wasserlamelle an einer gegenüberstehenden Schneide 
läßt sich folgendermaßen zusammenfassen: Die dem Auge 
direkt zugänglichen Vorgänge bei dieser Pendelung entsprechen 
in jeder Beziehung qualitativ und quantitativ den akustischen 
bei den Schneidetönen. Vor allem tritt auch hier ein Springen 
der Pendelungsfrequenz um eine Oktave ein, und eg gilt auch 
die Königsche Beziehung 


2aN 
«U 1, 

Die Ursache der Pendelungen ist hier mit Sicherheit in der 

Bildung von Wirbeln zu sehen, die abwechselnd rechts und 
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links schon vor der Schneide sich bilden. Diese Wirbelbildung 
entspricht ganz der bei den Spalttönen gefundenen, nur mit 
dem Unterschiede, daß der Abstand der Wirbel hier durch den 
Schneidenabstand geregelt wird. 

Zum Schluß möchte ich auch noch an dieser Stelle meinem 
hochverehrten Lehrer, Hrn. Professor F. Krüger, für die 
Anregung zu dieser Arbeit und seine Ratschläge meinen 
aufrichtigsten Dank aussprechen. 


Danzig-Langfuhr, Physikalisches Institut der 
Technischen Hochschule. 


(Eingegangen 3. Juli 1919.) 


Annalen der Physik. IV, Folge. 60, 48 
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4. Der senkrechte Durchgang elektromagnetischer 
Wellen durch eine Schicht rdumlich verdnderlicher 
Dielektrizitdtskonstante; 
von J. Wallot, 


1. In den Punkten 0 und 2, der 2-Achse eines recht- 
winkligen Koordinatensystems (Fig. 1) denken wir uns zwei 
zur Achse senkreehte Ebenen. Der Raum zwischen ihnen 
sei ausgefüllt durch ein Medium (,,Medium II“), dessen Di- . 
elektrizitätskonstante (D.K.) e eine stetige Funktion der Ko- 
ordinate z sei; in den Räumen vor und hinter der planpar- 

allelen „Übergangsschicht“ 
| veränderlicher D.K. seien 
u die Dielektrizitätskonst anten 
konstant gleich &,, bzw. & # 
(„Medium I“, bzw. ,,Me- 7 
dium III“). Die Übergänge ° 
’ der D.K. an den beiden 
Grenzebenen seien stetig. 
Fig. 1. Leitung und Dispersion seien 
in allen drei Medien ausgeschlossen. 

Was geschieht nun, wenn auf eine solche Schicht elektro 
magnetische Wellen auffallen? Werden sie reflektiert oder 
gehen sie reflexionsfrei hindurch ? 


Über die Beantwortung dieser Fragen haben bis auf den 
heutigen Tag Meinungsverschiedenheiten bestanden. Obgleich 
niemand daran zweifelt, daß bei wnstetigem Übergang von & 
auf e, die Fresnelschen Formeln gelten und obgleich Un 
stetigkeiten sonst ziemlich allgemein als mathematische Ab 
straktionen aufgefaßt werden, die der Physiker in jedem 
Falle durch die unendlich benachbarten stetigen Änderungen 
ersetzen kann, so ist doch immer wieder die Meinung ver- 
treten worden, die Reflexion an einer Steile, wo die D.K. von 
é auf e, übergeht, sei an die Unstetigheit dieses Übergangs” 
geknüpft, bei stetigem Übergang werde nichts reflektiert. 
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2. Als erster hat sich wohl Schlick!) gegen diese irrige 
Ansicht gewandt. Er hat nachgewiesen, daß das Licht in 
der Schicht stetig veränderlicher D.K. im allgemeinen wirklich 
reflektiert wird, und zwar mit einem Reflexionskoeffizienten, 
welcher, wenn die D.K. in der Schicht nur Werte zwischen 
&, und e, annimmt, stets kleiner ist als der.für sprunghaften 
Übergang geltende Fresnelsche Wert. 


8. Später hat sich Rüdenberg?) in einer Arbeit über 
den „Verlauf elektrischer Wellen auf Leitungen mit räumlich 
veränderlicher Charakteristik‘ mit dem entsprechenden Problem 
der Kabeltheorie beschäftigt. Es gelang ihm, die Lösung für 
senkrechtes Auftreffen der Wellen und unendlich langsame, 
sonst aber beliebige räumliche Änderung der Charakteristik 
zu finden. Er war jedoch der Meinung, es gebe unter allen 
denkbaren Leitungen von räumlich veränderlicher Charak- 
teristik eine Schar ausgezeichneter Leitungen, auf denen für 
alle Wellenlängen und Wellenformen jede Reflexion voll- 
kommen ausgeschlossen sei. Ich*) habe darauf hingewiesen, 
daß diese Folgerung auf einem Rechenfehler beruht und daß 
die Rüdenbergsche Lösung nur im Grenzfall sehr langsamer 
Änderung der Charakteristik richtig ist. 


4. Unter der entsprechenden Voraussetzung langsamer 
Änderung der D.K. hat dann Gans) unabhängig von den 
bisher genannten Arbeiten das optische Problem sehr voll- 
ständig für beliebige Einfallswinkel der auftreffenden Strahlung 
behandelt. Die von ihm für senkrechten Einfall abgeleitete 
Lösung stimmt, von Korrektionsgliedern abgesehen, mit der 
Lösung von Rüdenberg und mir überein. Seine Ableitungen 
sind jedoch strenger, und es wird auch zum ersten Male genau 
ihr Gültigkeitsbereich abgeschätzt. 


5. In der neuesten Zeit ist eine Arbeit von Emden?) 
erschienen, in der versucht wird, das Problem zwar nur für 
senkrechten Einfall geradlinig polarisierter ebener Wellen und 
nur für die zwei besonderen Änderungsgesetze: 


1) M. Schlick, Dissertation. Berlin 1904. 
2) R. Rüdenberg, Elektrot, u. Maschinenbau. 1913, Heft 20. 
3) J. Wallot, ebenda, 1914, Heft 28: 
4) R. Gans, Ann.d, Phys. 47. 8.709. 1915. 
5) R. Emden, Sitz.-Ber. d. Bayr. Akad. 1918. 8. 417, 
48* 
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(1) € = & (1 +02)" 
(2) & = &° 


| (a und m sind Konstante), 


im übrigen aber ganz allgemein zu lösen. 

Die Hauptergebnisse dieser Arbeit sind die folgenden: 
Auch bei beliebig rascher Änderung des Brechungsexponenten 
soll jede Schwächung des Lichts durch Reflexion im Innem 
der Schicht ausgeschlossen sein.!) Trotzdem aber soll die 
Strahlung bei sehr rascher stetiger Änderung des Brechungs- 
exponenten nicht etwa nur in dem durch die Fresnelschen 
Formeln gegebenen Maße, sondern unter Umständen nahezu 
total reflektiert werden. Und zwar soll diese eigentiimliche 
Totalreflexion offenbar in der vorderen Grenzfläche zustande 
kommen. 

6. Diese Arbeit des Herrn Emden hat zu den nach- 
stehenden Ausführungen den Anstoß gegeben. Ich werde 
das Problem des senkrechten Durchgangs elektromagnetischer 
Wellen durch eine Übergangsschicht veränderlicher D.K. 
unter den Emdenschen Voraussetzungen (1) und (2) für 
beliebige Schichtdicken ausführlich durchrechnen. Dabei wird 
sich in Übereinstimmung mit Schlick ergeben, daß die er- 
wähnten Folgerungen des Herrn Emden nicht haltbar sind, 
daß also die Strahlung bei genügend großem Gradienten. der 
D.K. zweifellos im Inneren der Schicht reflektiert wird, jedoch 
keinesfalls in höherem Maße, als den Fresnelschen Formeln 
entspricht. 

Ob die Strahlung reflektiert wird oder nicht, hängt nur 
ab von dem Verhältnis der Schichtdicke zur Wellenlänge, 
Die Schichtdicke, von der ab die Strahlung durch Reflexion 
ungeschwächt hindurchgeht, kann aus der genannten Arbeit 
von Gans entnommen werden. Ich werde auf diesen Grenz 
fall nicht näher eingehen. 

Sollen — im entgegengesetzten Grenzfall — die Fresnel- 
schen Formeln gelten, so muß die Schichtdicke nicht etwa 
von der Größenordnung der Wellenlänge, sondern im Ver 
gleich zu dieser klein sein. Bei sehr geringer Schichtdicke 
sind die Fresnelschen Formeln bereits bis auf Größen 2. Ord- 
nung richtig; gegen den Fall unstetigen Übergangs besteht 
dann nur noch der Unterschied, daß das System der ver 


1) A.a. O, 8.417. 
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waschenen Knoten und Bäuche vor der Schicht gegen _— 
um ein geringes verschoben ist. 

In dem von mir zur Erläuterung der allgemeinen Ent. 
wicklungen zahlenmäßig durchgerechneten Falle, ‚daß die 
D.K. in einer Schicht von 0,074 Dicke (A = Wellenlänge 
im leeren Raum) nach dem Gesetze (2) von 1 auf 81 ansteigt, 
gehen bereits rund 55%, der auffallenden Energie durch die 
Schicht hindurch, nur rund 45%, werden reflektiert, während 
bei unstetiger Änderung der D.K. nach den Fresnelschen 
Formeln 36%, durchgelassen, 64%, reflektiert werden würden. 

7. Besonderen Wert werde ich auf eine möglichst anschau- 
liche Diskussion der gefundenen Lösung legen. 

Das elektromagnetische Feld vor der Übergangsschicht 
geht, wie nach den Grenzbedingungen nicht anders zu er- 
warten, durch die Schicht hindurch vollkommen stetig in 
das Feld hinter der Schicht über. Von irgendwelchen geheimnis- 
vollen Vorgängen in der Nähe der vorderen Grenzfläche ist 
keine Rede. 

Trotz des Auftretens der reflektierten Wellen ist die 
mittlere Strahlung für jeden Gradienten der D.K. völlig un- 
abhängig von z. Dies folgt schon aus dem Energieprinzip; 
denn die Theorie bezieht sich nur auf stationäre Energie- 
strömungen, und durch die Grundgleichungen ist von vorn- 
herein jede Umwandlung elektromagnetischer Energie in 
andere Energieformen ausgeschlossen. 

Das Feld in der Übergangsschicht kann ebenso wie die 
Felder in den Räumen mit konstanter D.K. als eine Über- 
einanderlagerung durchgehender und reflektierter Wellen ge- 
deutet werden. Man bekommt aber einfachere Formeln und 
übersichtlichere Resultate, wenn man es als Ganzes zu be- 
rechnen und zu beschreiben versucht. Der Geschwindigkeit 
der durchgehenden und reflektierten Einzelwellen kann man 
denn die Geschwindigkeit der aus ihnen zusammengesetzten 
„Wellengruppe‘‘ gegenüberstellen; und es läßt sich leicht 
zeigen, daß die Gruppengeschwindigkeit!) auch hier nahe 
zusammenhängt mit der Geschwindigkeit, mit der sich die 
Energie fortpflanzt. 


1) Es scheint mir in unserem Falle sachgemäßer, zwischen „Einzel- 
wellen“- und Gruppengeschwindigkeit, als zwischen ,,Phasen“- und 
Gruppengeschwindigkeit zu unterscheiden [vg]. die Definitionsgleichung 
(27)]. Rayleigh spricht meist von wave-velocity und group-velocity. 
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Die Eigenschaften des resultierenden Feldes lassen sich 
besonders bequem überblicken, wenn man die Amplituden ° 
der Feldstärken ähnlich wie in der Kabeltheorie durch Umlauf- 
bahnen in der komplexen Ebene darstellt. 


8. Daß Herr Emden im Widerspruch mit meinen Regul- 
taten überhaupt keine Reflexion im Inneren der Schicht be- 
kommt, erklärt sich folgendermaßen. Es läßt sich leicht 
zeigen, daß bereits für Abstände 2 von der vorderen Grenz- 
ebene, die nur wenige Wellenlängen betragen, unabhängig von 
der Größe des Gradienten der D.K. mit hinreichender Genauig- 
keit die Rüdenberg-Ganssche Lösung benutzt werden 
kann.!) Da nun selbstverständlich auch bei dieser Lösung 
die mittlere Strahlung konstant ist, so schließt Herr Emden, 
auch bei beliebig großem Gradienten sei jede Reflexion im 
Innern der Schicht ausgeschlossen. Hierbei übersieht er aber 
zweierlei: erstens fallen bei großem Gradienten auf die Über- 
gangsschicht nur Bruchteile von Wellenlängen, die Rüden- 
berg-Ganssche Lösung ist daher für große Gradienten un- 
gültig, und zweitens bedeutet die Feststellung, daß die Strahlung 
räumlich konstant ist, nach Nr. 7 nichts weiter als eine Probe 
auf die Richtigkeit der Rechnung; über die Frage, ob die 
Strahlung reflektiert wird oder nicht, kann sie nicht entscheiden. 

Herr Emden darf aber bei seinen Gleichungen auch 
gar keine Reflexion erwarten. Denn er streicht ja von vorm 
herein?) die in der Übergangsschicht rückwärts laufenden 
Wellen als „nicht in Betracht kommend“, macht also seine 
Strahlung selbst zu einer reflexionslosen. Wie es möglich ist, 
daß er trotz, ja gerade wegen dieser durchgreifenden Beseitigung 
der reflektierten Wellen für große Gradienten Totalreflexion ” 
bekommt, wird in Nr. 38 gezeigt werden. 

Herr Emden hätte sich wohl kaum zu seinen Schlub 
folgerungen verleiten lassen, wenn er von vornherein (nicht 
nur in seinen Zahlenbeispielen) statt eines unbegrenzten 
Mediums mit veränderlicher D.K. eine begrenzte Übergangs 
schicht vorausgesetzt hätte.?) 


1) A.a. O. 8.422. 

2) A.a.O. S.421 unten. 

3) Auf die Unbestimmtheit der Emdenschen Problemstellung 
hat schon Schlick aufmerksam gemacht (a. a. O., 8. 45f.). 
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Aufstellung und Integration der Differentialgleichungen. 

9. Wegen der Voraussetzwngen der Rechnung verweise 
ich auf Nr.1 und Fig.1. Die D.K. soll also von dem kon- 
stanten Wert &,, den sie im „Medium I“ hat, durch das 
„Medium II“ hindurch stetig auf den Werte, übergehen, 
den sie im „Medium III“ hat. ; 

Die elektrische Feldstärke habe die einzige Komponente 
€, = &, die magnetische die einzige Komponente 9, = 9. 

Die Abhängigkeit von der Zeit sei überall durch den 
Faktor e™* gegeben. Die Schwingungszahl in 22 Sekunden n 
steht mit der Wellenlänge im leeren Raum 4 in dem Zu- 
sammenhang (c = 8 - 1010 cm/sek): 

n 2a 

In dem homogenen Medium III befinden sich keine 
Energiequellen; dort brauchen also nur solche Wellen be- 
rücksiehtigt zu werden, die in der Richtung der wachsenden 
z fortschreiten. 

10. Differentialgleichungen. Unter den gemachten Voraus- 
setzungen gelten für alle drei Medien die Maxwellschen 
Gleichungen: 


(4) 


ot 0% 
Mit Rüdenberg!) führt man nun für das Medium II 
vorteilhaft die Variable # ein, die definiert sei durch 
(5) faz, alo 
0 


d€ ag 
1 @ 


Damit nehmen die Grundgleichungen die Gestalt an: 


1) A.a.O. Gleichung (25). — Formal ist die Rüden bergsche 
veränderliche „Charakteristik“ gleich 1/Ve. 
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und bezeichnet man die Differentiation nach # durch einen 
Punkt, so wird 


in Ve F 
Wir differenzieren die zweite dieser beiden Gleichungen nach #, 


setzen aus der ersten ® ein und erhalten so die Differential- 
gleichung für das elektrische Feld im Medium II: 


(8) 


Ganz entsprechend folgt für das magnetische Feld im Medium II: 


11. Einführung der Annahme (1). Den weiteren Rech- 
nungen legen wir die Annahme (1) zugrunde. In den so ge- 
wonnenen Formeln werden auch die Formeln für die Ab- 
hängigkeit (2) enthalten sein; man braucht nach Emden 
nur @ durch a/m zu ersetzen und m über alle Grenzen wachsen 


zu lassen, um die für die exponentielle Abhängigkeit geltenden 
Formeln zu erhalten. 


Unsere Konstante a ist bei gegebener Schichtdicke 4 
nicht willkürlich; denn es muß sein: 


& = & (1 +02)” 
oder 
(10) 
Für die Variable # erhält man den Wert: 


n+2 n+2 


so daß auch 
(12) 
Statt m führen wir noch den Parameter q ein durch die Fest- 


setzungen: 


m+1, 29-1, m o+s. 


qsteigt von !/, über 2/, bis 1, wenn m von 0 über 1 bis oo wächst. 
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Dann wird nach (12) 


2: 2 ds m+29’ 


und unsere Gleichungen (8) und (9) nehmen die durch die 
Einführung von ® besonders symmetrische Gestalt an: 


(14) 
$+ =0 


12. Lésungen. Wir lösen diese Gleichungen durch Han kel - 
sche Zylinderfunktionen*) und schreiben: 
(15) A! + Ay 
gp = (nd) + BHD (nd)}. 
Die Gleichungen (6) in Verbindung mit (12) und der Rechenregel?) 
d 
(16) ae [9? H;,(n = + n Hy (n #) 


zeigen, daß 

BL =F i Ve A’ 

B= F i A,’ 
ist, und daß hier und bei den Parametern der Zylinderfunktionen 
entweder die oberen oder die unteren Vorzeichen genommen 


werden miissen. Wir entscheiden uns fiir die unteren und 
erhalten so die Lösungen: 


(17) 


=— Yo, (4, 09) + 


18. Bestimmung der Integrationskonstanien. Die Kon- 
stanten A, und A, sind aus den Grenzbedingungen zu be- 
rechnen. Wir machen fiir die Medien I und III die folgenden 
Ansätze: 


1) Ich schließe mich in den Bezeichnungen an die Funktionen- 
tafeln von E. Jahnke und F. Emde, Leipzig und Berlin 1909, an 
(J. u. E.). 

2) J.u.E. 8. 165. 
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fiir das Medium I: 


(18) -i ad Vs: +i 2x Ve: 
§ =e Ye, | Be + Ree 
fiir das Medium III: 
y—, 
| &= en 
(19) 


Dann folgt aus der Stetigkeit der tangentialen Komponenten 
(andere sind nicht vorhanden) für die erste Grenzfläche: 


R= (nd) + 4,H® (nd), 
(20) (1) (2) 
E+R=-i{AH, (nd) + A, (nd,)}, 
für die zweite Grenzfläche: 
9, \1- 
(21) (3) HY (nd) + 4, A, 
{ 4, H® + A, H® 
Nennen wir nun unter Beachtung der Gleichung (12): 
H® (a d,) —iH® = P, 
=. = P, 


Veo: (Ft) {HE =P, 

so wird 

(23) 

(24) 


4s = PP, 


R und D ergeben sich nach Bestimmung von A, und Ag leicht 
aus (20) und (21). 


Das Feld läßt sich demnach für beliebig dicke Übergangs- 


& 2’ 
| | 
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schichten berechnen, wenn für die Werte der Zylinderfunktionen 
Tafeln zur Verfügung stehen.!) 


Diskussion der Lösung. 


14. Den weiteren Erörterungen sei eine grundsätzliche 
Bemerkung vorausgeschickt. 

Bei der theoretischen Behandlung des Reflexionsproblems 
in der Optik zerlegt man meist, nachdem die Lösung gefunden 
ist, das Feld im Medium I sofort wieder in eine „einfallende“ 
und eine „reflektierte‘‘ Welle und betrachtet dann nur noch 
die reflektierte Teilwelle in ihrem Verhältnis zur einfallenden. 

Mit diesem Verfahren würden wir bei der Diskussion der 
für das Medium II gefundenen Lösung nicht auskommen. Die 
Dicke der Übergangsschicht kann nämlich in unserem all- 
gemeinen Falle von der Größenordnung der Wellenlänge A 
oder noch kleiner sein als diese; und es ist ja bekannt, daß 
man bei optischen Problemen, bei denen die vorkommenden 
Abmessungen mit der Wellenlänge vergleichbar sind, das Feld 
sehr häufig nur als Ganzes beschreiben, aber nicht eindeutig 
in einzelne „Teilwellen‘‘ mit bestimmten Dämpfungen und 
Fortpflanzungsgesch windigkeiten zerlegen kann. Wir werden 
deshalb im folgenden bei der Diskussion des Feldes im Medium II 
in höherem Maße, als sonst üblich, das aus der durchgehenden 
und der reflektierten Welle zusammengesetzte ‚resultierende 
Feld‘ ins Auge fassen müssen. Wir können dies um so mehr, 
als wir nur auf diesem Wege auch der energetischen Seite des 
Problems gerecht werden können und-als im Gebiet der langen 
Wellen oder an Leitungen mit veränderlicher Charakteristik 
das resultierende Feld sich mindestens ebenso gut beobachten 
läßt als die reflektierten Teilwellen. - 

15. Ich werde die allgemeinen Ausführungen beständig 
durch ein vollständig durchgerechnetes Zahlenbeispiel und 
durch graphische Darstellungen zu veranschaulichen suchen. 

Dem Zahlenbeispiel liegt die Voraussetzung zugrunde, 
daß die D.K. in der Übergangsschicht nach dem exponentiellen 
Gesetze (2) von e, = 1 bis zu e, = 81 ansteige (vgl. die Kurve 


1) Rüdenberg hat a.a.O. das Problem nicht weiter verfolgt, 
weil für die Zylinderfunktionen von der Ordnung — !/, und + ?/,, die 
in dem von ihm allein behandelten Falle des linearen Anstiegs der 
Charakteristik auftreten, keine Tafeln bekannt sind, 
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fiir das Medium I: 
22a 
Em = 
Va | Be a +R 
fiir das Medium III: 


E= ein 


Dann folgt aus der Stetigkeit der NER Komponenten 
(andere sind nicht vorhanden) für die erste Grenzfläche: 


E—- R= (nd) + 4,H® (nd), 
(20) (1) (2) 

E+R=-i{AH, (nd,) + A, (nd,)}, 
für die zweite Grenzfläche: 


H® (a9) + 4,4” (nd,)}, 


(19) 


(21) 


Nennen wir nun unter Beachtung der Gleichung (12): 
| — i H® (nd,) = P, 


(HN (nd,)} = P, 


q-1 
so wird 


P, 
(28) 


P, 


R und D ergeben sich nach Bestimmung von A, und Ag leicht 
aus (20) und (21). 
Das Feld läßt sich demnach für beliebig dicke Ubergangs- 
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schichten berechnen, wenn für die Werte der Zylinderfunktionen 
Tafeln zur Verfügung stehen.!) 


Diskussion der Lösung. 


14. Den weiteren Erörterungen sei eine grundsätzliche 
Bemerkung vorausgeschickt. 

Bei der theoretischen Behandlung des Reflexionsproblems 
in der Optik zerlegt man meist, nachdem die Lösung gefunden 
ist, das Feld im Medium I sofort wieder in eine ,,einfallende“ 
und eine „reflektierte‘‘ Welle und betrachtet dann nur noch 
die reflektierte Teilwelle in ihrem Verhältnis zur einfallenden. 

Mit diesem Verfahren würden wir bei der Diskussion der 
für das Medium II gefundenen Lösung nicht auskommen. Die 
Dicke der Übergangsschicht kann nämlich in unserem all- 
gemeinen Falle von der Größenordnung der Wellenlänge A 
oder noch kleiner sein als diese; und es ist ia bekannt, daß 
man bei optischen Problemen, bei denen die vorkommenden 
Abmessungen mit der Wellenlänge vergleichbar sind, das Feld 
sehr häufig nur als Ganzes beschreiben, aber nicht eindeutig 
in einzelne „Teilwellen‘‘ mit bestimmten Dämpfungen und 
Fortpflanzungsgesch windigkeiten zerlegen kann. Wir werden 
- deshalb im folgenden bei der Diskussion des Feldes im Medium II 
in höherem Maße, als sonst üblich, das aus der durchgehenden 
und der reflektierten Welle zusammengesetzte ‚resultierende 
Feld‘ ins Auge fassen müssen. Wir können dies um so mehr, 
als wir nur auf diesem Wege auch der energetischen Seite des 
Problems gerecht werden können und-als im Gebiet der langen 
Wellen oder an Leitungen mit veränderlicher Charakteristik 
das resultierende Feld sich mindestens ebenso gut beobachten 
läßt als die reflektierten Teilwellen. - 

15. Ich werde die allgemeinen Ausführungen beständig 
durch ein vollständig durchgerechnetes Zahlenbeispiel und 
durch graphische Darstellungen zu veranschaulichen suchen. 

Dem Zahlenbeispiel liegt die Voraussetzung zugrunde, 
daß die D.K. in der Übergangsschicht nach dem exponentiellen 
Gesetze (2) von &, = 1 bis zu e, = 81 ansteige (vgl. die Kurve 


1) Rüdenberg hat a,a.0. das Problem nicht weiter verfolgt, 
weil für die Zylinderfunktionen von der Ordnung — !/, und + */s, die 
in dem von ihm allein behandelten Falle des linearen Anstiegs der 
Charakteristik auftreten, keine Tafeln bekannt sind. 
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der Fig. 1), und daß die Dicke der Schicht sehr nahe gleich 
7/199 der Wellenlänge sei. Bei diesen Annahmen treten nur die 
Zylinderfunktionen H, und H, auf, für die in dem Buche von 
Jahnke und Emde Tafeln zu finden sind; ihre Argumente 
liegen symmetrisch um die Zahl 1, und es wird 


G2, = Ig &/& = 4,3945; ad = 207 = 62,832; 

nd, = 0,2000; nd, = 1,8000 . 3 
(Fir A=1km wird z.B. 2, = 69,94 =rund 70m, n= 
1,885 - 10°.) ; 


Die Gleichungen (20) bis (24) ergeben: 


; Faktor des 
eng a Betrag Argument | Reeller Teil | imaginären 


eil 


A,/E 0,05466 | 14702710” | —0,04608 | + 0,02941 
A,/E 0.4199 |-12°22°40” | +0,4102 | — 0,09001 
R/E 0,6695 |—40°1920" | +0,5104 | — 0,4832 
D/E 0,2476 |—74°921'10" | + 0,06678 | — 0,2384 


16. Zur Veranschaulichung wollen wir uns die Amplituden 
der elektrischen und der magnetischen Feldstärke für alle 
vorkommenden Koordinaten z in der Ebene der komplexen 
Zahlen aufgezeichnet denken. Ist +iy=r(e): ev® 
eine solche Amplitude, so beschreibt die Pfeilspitze des sie 
darstellenden ,,Vektors‘‘ bei veränderlichem Parameter z 
eine bestimmte Bahn; denkt man sich an die einzelnen Punkte 
dieser Bahn oder auch an die zugehörigen Radienvektoren 
die entsprechenden z-Werte angeschrieben, so erhält man 
ein vollständiges Bild für die Abhängigkeit der betreffenden 
Feldstärke vom Ort und von der Zeit. 

17. Fortpflanzwngsgeschwindigkeit. Wir werden im fol- 
genden die kinematisch definierte Fortpflanzungsgeschwindig- 
keit durch v, die energetisch definierte durch V bezeichnen. 

Unter der kinematisch definierten Geschwindigkeit ® 
einer Einzelwelle oder einer Wellengruppe verstehen wir die 

» Geschwindigkeit, mit der sich ein fest angenommener Wert 
der Feldstärke © oder $ mit der Zeit verschiebt. Ist also 
die betreffende Feldstärke gleich (x +iy)e! =r - e+), 
so ist » zu berechnen aus der Bedingung: 


d(zcosnt —ysinnt)=0. 


H 
>) 
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Hieraus folgt, wenn wir die Differentiation nach z durch einen 
Strich andeuten: 

dx  avsinnt+ycosnt 
(25) x coont— ysinnt 
v ist also im allgemeinen vom Ort und von der Zeit abhängig. 
Da eine Diskussion dieser Ablängigkeit kein Interesse bieten 
würde, nun wir sofort den Mittelwert von » für eine Periode: 


zsinnt + ycosnt 
coont— ysinnt 


T 
= t— yt SH cosnt y 
und erhalten somit als Formel fiir die kinematisch definierte 
Geschwindigkeit: 


(26) 


18. In Polarkoordinaten nimmt dieser FREE die Form 
(27) i=—n: 


sin 


an. Bei Wellen von geringer scheinbarer räumlicher Dämpfung?), 
also kleinem r’/r, kann man hierfür setzen: 


(28) 
Demnach ist unter der soeben genannten Voraussetzung die 
„räumliche“ Winkelgeschwindigkeit y’, mit der in unseren 
Diagrammen die Pfeilspitze des abbildenden Vektors auf 
ihrer Bahn herumläuft, nahezu umgekehrt proportional der 
mittleren Fort pflanzungsgesch windigkeit der dargestellten Welle. 
Mit anderen Worten: Die Fortpflanzungsgesch windigkeit einer 
wenig gedämpften Welle ist um so größer, je enger sich in 
unseren Diagrammen die Radienvektoren zusammendrängen, 
die zu gleich weit auseinanderliegenden z-Werten gehören. 
19. Wir werden die mittlere Geschwindigkeit + nach (26) 
sowohl für die durchgehenden und reflektierten Teilwellen 
als auch für die aus diesen zusammengesetzten Wellengruppen 


1) Unsere Wellen sind alle nur scheinbar gedämpft, da der Poyn- 
tingsche Vektor räumlich konstant ist, 
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berechnen. Es wird sich zeigen, daß die Gruppengeschwindig- 
keiten in einfacher Beziehung stehen zur Geschwindigkeit der 
Energie, die durch die Gleichung 


3 
(29) 1-7 


definiert ist, wo S und @ die zeitlichen Mittelwerte der Strahlung 
und der Energiedichte bedeuten.?) 


20. Die Teilwellen. Wir beginnen mit der Betrachtung 
der in den Medien -I, II und III vorwärts oder rückwärts 
laufenden Teilwellen. 

Im Medium III werden die Feldstärken € und § offenbar 
dargestellt durch Punkte, die mit der konstanten (,,réum- 
lichen“) Winkelgeschwindigkeit 2 Ye,/A auf Kreisbahnen 
mit den Halbmessern D und D Ye, herumlaufen. Der Um- 
laufsinn entspricht dem des Uhrzeigers, wenn die übrigen 
Umläufe wie in Fig. 5 angenommen werden. 

Im Medium I tritt zu den vorwärtslaufenden Wellen der 
elektrischen und magnetischen Kraft je eine rückwärts laufende, 
die natürlich gemäß (28) durch eine Kreisbahn dargestellt 
wird, auf der die darstellenden Punkte im umgekehrten Sinne 
herumlaufen. Das Verhältnis der beiden Kreisbahnhalbmesser 
ist E:|R]|; die Winkelgeschwindigkeit der umlaufenden Pfeil- 
spitzen ist 272 Veo/A. 

21. Im Medium II setzen sich die Feidstärken © und § 
nach den Gieichungen (17) ebenfalls aus je zwei Gliedern 
zusammen. Wir wollen die Glieder mit A, als die (elektrischen 
oder magnetischen) ,,Teilwellen 1°, die mit A, als die „Teil- 
wellen 2‘ bezeichnen und zunächst nachweisen, daß bei posi- 
tivem a die Teilwellen 1 mit den reflektierten, die Teilwellen 2 
mit den durchgehenden Wellen identisch sind. Zu diesem 
Zwecke sind die in Frage kommenden reellen und imaginären | 


1) Schlick hat bereits a.a.O. S.43f. darauf hingewiesen, daß 
man in der Übergangsschicht zwischen der Strömungsgeschwindigkeit 
der Energie und der Geschwindigkeit, mit der sich in dem resultierenden 
Felde eine bestimmte Phase fortpflanzt, unterscheiden muß. Diese 
letztgenannte Phasengeschwindigkeit (wir würden sie „Gruppen- 
geschwindigkeit‘ nennen) definiert er jedoch nicht durch die Glei- 
chung (27), sondern durch die Näherungsgleichung (28), die in unserem 
Falle bei endlichem Gradienten der D.K. zu keinen übersichtlichen 
Resultaten führt [a. a. O, Gleichung (59)]. 
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Bestandteile der Gleichungen (17) in (26) einzusetzen. Da bei 
der Durchführung dieser und späterer ähnlicher Rechnungen 
keine grundsätzlichen Schwierigkeiten zu überwinden sind, 
werde ich jetzt und später in der Regel nur die Resultate 
angeben. Zur bequemeren Nachprüfung stelle ich jedoch die 
folgenden, bei derartigen Umformungen mit Vorteil verwend- 
baren Rechenregeln!) zusammen: 


A 

(80) (2) =J,(2) + iN); = J, (2) — iN, (2); 
G1) 4’ Au; 
‘ 2 
(32) — Npdp-1 = 
(83) 

[4 2 [4 
(84) 0, J, + N,N,) = | 


Für die Geschwindigkeiten der Teilwellen 1 und 2 erhält 
man auf dem angedeuteten Wege die folgenden Werte: 


(35) 


Die oberen Zeichen gelten hierbei für die Teilwellen 1, die 
unteren für die Teilwellen 2; außerdem ist zu beachten, daß 
nach (12) und (18) die Beziehung gilt: 


(86) Vi - (3) 

22. Die Teilwellen 1 und 2 wandern also mit derselben 
Geschwindigkeit nach entgegengesetzten Richtungen. Das 
Gesetz, nach dem sich ihre Geschwindigkeiten mit dem Orte 
ändern, ist für die elektrischen Teilwellen im allgemeinen 
ein anderes als für die magnetischen. 

Nur bei sehr kleinem |@|A (nahezu reflexionsfreier Fort- 
pflanzung) liegen die Verhältnisse einfacher: dann sind nach (11) 


1) (30) steht bei J.u. E. 8.95; (31) und (32) ebenda §. 165; 
(33) und (34) folgen aus (30) bis (32). , =e J, +@N,; |a+bil 
- 
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die Argumente unserer Zylinderfunktionen sehr groß, der be- 
kannte Grenzwert: 


(87) 


wird anwendbar, und man erhält für ® in Übereinstimmung 
mit der Gleichung (14) des Herrn Emden den einfachen Wert: 
(38) ba. = Dmagn. = VE 

Der Gang der Geschwindigkeiten 6 im Falle unseres 
Zahlenbeispiels wird durch Fig. 2 veranschaulicht. Die elek- 


1 I 
V el. (Einzelw) 
240 Zz, 
Fig. 2. 


trischen Teilwellen beginnen bei z2=0 mit den Werten 
= 0,288 c, die magnetischen mit den Werten 1,481 ec; die 
Endwerte: 0,101 ¢ und 0,114c liegen wegen des verhältnis- 
mäßig großen Argumentes n 9,—= 1,8 nur wenig unter bzw. 
über der Geschwindigkeit im Medium III (c/9). 

28. Das resultierende Feld. Die resultierenden Felder 
im Medium I können statt in je zwei nach entgegengesetzten 
Richtungen fortsch eitende Wellen auch in je eine fort- 
schreitende und je eine stehende Welle zerlegt werden. Setzen 
wir nämlich: 


(39) 
(40) R=R +iR,=|R|.e?«, 
so wird 


E = — Retiz} = | 
— | + 
H = cinty/e, { Be-'x + Retiz} = ent yo, — | 
+ | Rl 2cos(y + @)}. 


(41) 


. 
~ 
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Die beiden stehenden Wellen werden graphisch dargestellt 
durch Punkte, die auf geradlinigen Babnen durch den Ko- 
ordinatenanfang Sinusschwingungen ausführen. Die Rich- 
tungen dieser Bahnen werden durch den Faktor ¢'* gegeben, 
und zwar bildet die stehende elektrische Welle den Winkel 
90° +a, die stehende magnetische Weile den Winkel a mit 
der reellen Achse. Ferner ergibt sich aus den Gleichungen (41), 
daß die stehende elektrische Welle bei 

a i 
einen Knoten, die stehende magnetische Weile an derselben 
Stelle einen Bauch hat. } 

24. Aus dem Gesagten folgt sofort, daß die resultierenden 
Wellen im Medium I durch elliptische Bahnen dargestellt 
werden, deren große Acksen mit den die stehenden Schwin- 
gungen darstellenden geradlinigen Bahnen gleicl gerichtet sind 
(vgl. Figg. > u.4). Dreht man das Koordinatensystem um 
den Winkel a, so wird die elektrische Kraft in den neuen 
Koordinaten x’, y’ dargestellt durch 


(48) 2° + a), 
die magnetische Kraft durch 
4) 

+ a). 
Die den großen Achsen der Ellipsen entsprechenden z-Werte 
geben die Lage der Eäuche, die den kleinen Achsen entsprechen- 
den die Lage der Knoten.!)- 

D.e Winkelgesct windigkeiten y’, mit denen die darstellenden 
Punkte auf den Ellipsen berumlaufen, ergeben sich leicht aus 
den Gleichungen (18) oder (41). Setzt man 
(45) a=EH-e-*> Retz, 


wo das obere Zeichen fiir die elektrische, das untere für die 
magnetische Kraft gilt, so wird 

RP 

(46) y= fa? 

1) Experimentell lassen sich die bei der partiellen Reflexion auf- 
tretenden verwaschenen Knoten und Bäuche besonders leicht durcl 
Drahtwellenversuche nachweisen. Vgl. J.v. Geitler, Wied, Ann. 49. 
8. 184, 1893; J. Wallot, Ann. d. Phys. 80. 8.517. 1909. 

Annalen der Physik. IV. Folge, 60. 49 
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d.h. die „Flächengeschwindigkeit‘ |a|?y’ bleibt während des 
Umlaufs konstant. Die abbildenden Punkte laufen also rasch 
' durch die Knoten, langsam 
y durch die Bäuche. 


25. Auch das Feld im 
Medium II kann nach der 
Gleichung 

A,H”+4,H9=(4, 
— 4,)H”+24A,J 
in eine fortschreitende und 
eine stehende Welle zerlegt 
werden. Knoten und Bäuche 
sind aber nicht zu ke- 
obachten; denn entweder 
sind die stehenden Wellen 
% „nur schwach, oder die Über- 
‘gangsschicht ist so dünn, 
daß auf sie nur ein Bruch- 
teil einer Wellenlänge fällt. 
Da nach unseren Grund- 
gleichungen an den Grenz- 
flächen nicht nur die Funk- 
tionen F und 9, sondern | 
auch ihre Differentialquo- 
tienten F und $ stetig sein 
miissen, gehen die Ellipsen 
des Mediums I durch das 
Medium II hindurch stetig 
und ohne -Knicke in die 
Kreisbahnen des Mediums III 
Abstand benachbarter Radienvektoren: jber, 
Medium I: 4/86, Medium II: 4/100. Die Winkelgeschwindig- ' 
.. keiten y’, mit denen die 
Bahnen des Mediums II durchlaufen werden, sind aus den 
Gleichungen (17) zu berechnen. Mit der Abkürzung: 
(48) 4, = A, H® (n 9) + 4, H® (m 8) 
findet man 
r 2n Ve 2 A, |? — | A, |? 
(a0) 
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Die Winkelgeschwindigkeit ist also auch hier für das elek- 
trische (p=q—1) und das magnetische (p = q) Feld ver- 
schieden.!) 

26. In den Figg.3 u.4 ist der Verlauf der elektrischen 
und der magnetischen Feldstärken in den drei Medien unter 
den Voraussetzungen des Zahlenbeispiels dargestellt.2) 


y 


m 
‘% 
Abstand benachbarter Radienvektoren: 


Medium I: 2/36, Medium II: 2/100. 
Fig. 4. 


Die Bilder zeigen, daß der Durchgang der Strahlung 
durch die Schicht veränderlicher D.K, ein ganz stetiger Vor- 
gang ist. Die Ellipsen im Medium I, in denen sich die Re- 
lexion ausdrückt, sind sozusagen die Folge der Zu- oder Ab- 


1) Aus (49) folgt, daß für die elektrische Kraft die „Flächen- 
geschwindigkeit‘‘ auch im Medium II konstant ist. Dies ist die geo- 
metrische Deutung der von Schlick abgeleiteten Gleichung (58) (a. a. O. 
8.42). Für die magnetische Kraft gilt nichts Ähnliches, wie schon 
ein Blick auf Fig. 4 lehrt, 

2) Fig. 3 ist doppelt so groß gezeichnet wie Fig. 4. 

49* 
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nahme der Amplituden in der Übergangsschicht und der 
Grenzbedingunger. Unsere Diagramme machen anschaulich, 
daß die Amplituden nur bei großen Schichtdicken, also sehr 
langsamer Änderung der D.K., vor und hinter der Schicht 
auf Kreisbahnen laufen können, die durch eine enge, viel- 
gewundene Spirale miteinander verbunden sind. 

Bei sprunghafter Änderung der D.K. gehen die Ellipsen. 
unmittelbar in die Kreisbahnen über. Der Radiusvektor der 
y Grenzfläche fällt dann not- 

wendig mit einer der Ellipsen- 

achsen zusammen (Fig. 5). 
€ N In dem Falle des Zahlen- 
beispiels liegen die Knoten und 
/ ie" Bauche im Medium I nach (42) 
und der Tabelle in Nr. 15 an 
denselben Stellen, wie wenn 
sich die D.K. an der Stelle 
z = 0,801 z, sprunghaft änderte. 
27. Gruppengeschwindigketten. 
Die mittlere Fortpflanzungsge- 
. schwindigkeit ® läßt sich nach 
2% (26) auch für das resultierende 
Feld, also für die aus den durchgehenden und reflektierten 
Wellen zusammengesetzten Wellengruppen leicht berechnen, 

Man erhält: 


für das Medium I: 


IR! 
Ve, 
Oman. = Ze 
+0)’ 
für das Medium II [vgl. die Abkürzung (48)]: 
e 2 


da. = 


(51) 


Die kinematisch definierte Gruppengesch windigkeit ist 
demnach in beiden Medien, also auch in dem homogenen 
Medium I, von der Koordinate z abt angig. Fig. 6 zeigt ihren 
Gang fitr den Fall des Zahlenbeispiels. Wie man sieht, hat 


< 
} (50) | 
J = 
Pmagu. = Ve 
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auch die Gruppengeschwindigkeit (ähnlich wie 1/y’) in den 
Bäuchen der stehenden Schwingungen spitze Maxima. 

Auf den Zusammenhang zwischen der Gruppengeschwindig- 
keit und der Geschwindigkeit der Energie werde ich in Nr. 81 
eingehen. 

28. Die mittlere Strahlung des resultierenden elektro- 
magnetischen Feldes muß sich, wie schon in der Einleitung 
betont, für alle Schichtdicken als räumlich konstant ergeben. 

In der Tat, multipliziert man nach den Gleichungen 
(18), (17) und (19) die reellen Teile.der Feldstärken € mit den 
reellen Teilen der Feldstärken 9 und mit c/4r und bildet 


NV 


Gruppengeschwindigkeiten. 
Fig. 6. 


man die Mittelwerte für eine Periode, so erhält man für die 
mittleren Strahlungen: 


3, - | 


(62) B, = 2 


8a und, 


By = 
$ ist also in allen drei Medien konstant, wie es sein muß: 
In dem Falle des Zahlenbeispiels ist 
|R|®= 0,4482 B?; | D|? = 0,0613 2°; 
|.4,|? = 0,0080. 2°; 4,|? = 0,1763 


Ve, (2 — | = (4, — | 4, = Vol = 0,5518 


una, 


/\ | 
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29. Für die mittlere Energiedichte findet man nach der 
Definition 
und unter Beachtung der Beziehungen 
leicht die Werte: 


= 


On = ID}. 


30. Die Fortpflanzungsgeschwindigkeit der Energie endlich 
ergibt sich nach (29) zu 
(55) 
= Ve . 
Für große n|®| wird natürlich nach (87) auch V überall gleich 
c/Ye. 
Der Verlauf der Geschwindigkeit V ist für den Fall des 
Zahlenbeispiels in Fig. 2 eingetragen. 


31. Zusammenhang zwischen Gruppen- und Energiege- 
° schwindigkeit. Ein Vergleich der Formeln (55) mit den Formeln 
(50) und (51) zeigt, daß die energetischen Geschwindigkeiten V 
in den drei Medien als Mittelwerte der kinematischen Gruppen- 
geschwindigkeiten aufgefaßt werden dürfen. 

sonders leicht läßt sich dies für das Medium I nach- 
weisen. Definieren wir nämlich einen räumlichen Mittel- 
‘wert > der Gruppengeschwindigkeit durch die Bedingung, 
daß eine mit 5 wandernde Welle in derselben Zeit um eine 
Wellenlänge fortschreiten soll wie unsere Wellengruppe, also 
durch die Bedingung 
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(56) 


so erhalten wir für o ‚offenbar nach (50) nichts anderes als 
die Geschwindigkeit V, [Gleichung (55)]. 

Für das Medium II läßt sich die mittlere Geschwindigkeit » 
nicht berechnen, weil die Übergangsschicht im allgemeinen 
kürzer ist als eine Wellenlänge. Wohl aber geht aus einem 
Vergleich der Gleichungen (50), (51) und (55) hervor, daß 
wir die energetisch definierte Geschwindigkeit in allen drei 
Medien aus der kinematisch definierten Gruppengeschwindigkeit 
nach der Gleichung ) 

1 
berechnen können. Auch hier ist also die Auffassung des 
elektromagnetischen Feldes als einer untrennbaren Einheit 
der dualistischen Auffassung überlegen.!) 

32. Zerlegung der Energiegrößen. Wir fragen noch, ob 
man auch bei den Energiegrößen von einem durchgehenden 
und einem reflektierten Bestandteil sprechen kann. In den 
homogenen Medien I und III zweifellos. Von jeher hat man 
z. B. für das Medium I die einfallenden Größen durch 

c ~ e 
die reflektierten durch 
definiert. Die resultierende Geschwindigkeit muß dann nach 
(55) natürlich als Mittelwert aus V, und V, unter Berück- 
sichtigung der verschiedenen ‚Gewichte‘ der Teilgeschwindig- 
keiten berechnet werden. 

In der Übergangsschicht dagegen liegen die Verhältnisse 
nicht so einfach. Daß man die Teilenergiegrößen nicht einfach 
aus den Teilfeldstärken berechnen kann, liegt auf der Hand. 
Die nachträgliche Zerlegung der resultierenden Größen (z. B. 
von §,) ist aber immer auf unzählig viele Weisen möglich. 
Daß wir uns beim Medium I so bedenkenlos für die durch 


1) Dementsprechend ist auch nur die Geschwindigkeit V7 be- 
ständig kleiner als c. 


a 
= 

0 

» 
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(58) und (59) ausgedriickte Méglichkeit entschieden haben, 
liegt daran, daß bei verschwindendem oder kleinem Gradienten 
der D.K. die in entgegengesetzten Richtungen fortschreitenden 
Strahlungen voneinander völlig unablängig sind.!) Wollten 
wir aber entsprechend für die Übergangsschicht z.B. die 
beiden Glieder der zweiten Gleichung (52) als die Teilstrahlungen 
deuten, so würden diese an den beiden Grenzflächen springen, 
was jedenfalls viel unwahrscheinlicher wäre als irgendein 
stetiger — selbstverständlich mit (52) verträglicher — Über- 
gang der Teilstrahlungen von den Werten (58) und (59) zu 
den Werten 8,, und Null. 

88. Phasendifferenzen zwischen elektrischer und magne- 
tischer Feldstärke. Wir können uns noch in anderer Weise 
davon überzeugen, daß sich in der Ubergangsschicht unendlich 
kleine reflektierte Mengen zu ‚endlichen Beträgen addieren. 
Zu diesem Zwecke wollen wir in unseren Diagrammen den 
Verlauf der elektrischen und der magnetischen Feldstärke 
rückwärts vom Medium III über das Medium II nach dem 
Medium I hin verfolgen. Ist zunächst |a|4 sehr klein, ändert 
sich also die D.K. nur langsam, so beobachtet man, daß € 
und © beständig miteinander in Phase sind. Denn die Winkel- 
geschwindigkeit y’ ist für kleine |a| 4 nach (11), (88) und (28) 
überall für € und © gleich groß. Bei größerem |a| A, z. B. bei 
dem |a| A unseres Zahlenbeispiels, ist dagegen y’ nach (49) für 
& und © verschieden groß (vgl. Figg.3 u.4); zwischen der 
zweiten und ersten Grenzfläche entwickelt sich daher zwischen . 
€ und 9 allmählich eine Phasendifferenz, die im Falle des 
Zahlenbeispiels an der ersten Grenzfläche den beträchtlichen 
Wert von 571/,° erreicht: Auch im Medium I liegen, wie die 
Gleichungen (45) und (46) und die Figg. 3 u.4 zeigen, die 
zu gleichen Koordinaten z gehörenden abbildenden Punkte 
nur in den Knoten und Bäuchen der stehenden Schwingungen 
auf denselben: Radienvektoren; im allgemeinen bestehen also 
auch hier Phasendifferenzen zwischen & und $. Bei unendlich 
dünner Schicht ist die Phasendifferenz zwischen € und 9 
an der Grenzfläche zwar zunächst gleich Null; sie nimmt 
aber im Medium I mit abnehmendem z sofort stark zu, da 
y’ nach Nr. 24 an der Grenzfläche für die elektrische Kraft 
ein Maximum, für die magnetische ein Minimum hat. 

1) Vgl. R. Gans, a.a.O. 8.714, 
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Eine Phasendifferenz zwischen € und & (bei Leitungen 
mit veränderlicher Charakteristik: zwischen Strom und Span- 
nung) bedeutet nun aber, daß die Strahlung (oder die Leistung) 
während der einzelnen Perioden ihr Vorzeichen wechselt, also 
zeitweise „reflektierte Strahlung‘ ist; oder, was auf dasselbe 
hinauskommt, daß die Strahlung zusammengesetzt ist aus 
einem stehenden Bestandteil, der beständig zwischen den 
Knoten und Bäuchen hin- und herpendelt, und aus einem 
fortschreitenden Bestandteil, der schließlich bei der zeitlichen 
Mittelbildung allein übrig bleibt. Das allmähliche Anwachsen 
der Phasendifferenz zwischen & und § in der Übergangs- 
schicht ist daher eine Bestätigung der Auffassung, daß die 
Reflexion allmählich im Inneren der Schicht zustandekommt. 
Zugleich ist nun leichter zu verstehen, weshalb die Orts- 
abhängigkeit von y’ und im Zusammenhang damit auch. die 
von ® für die elektrische und = era Kraft ver- 
schieden ist.*) 


Sehr dünne Übergangsschicht. 


34. Zum Nachweis, daß unsere Gleichungen (20) bis (04) 
bei unendlich dünner Übergangsschicht auf die Fresnelschen 


Formeln führen, = aus von der allgemeinen Beziehung?): 


(60). H,(26) = 


in der die oberen Zeichen für die Funktion H® , die unteren 
für die Funktion H® gelten sollen. 

Bei sehr dünner Übergangsschicht werden die Argumente 
2E—=Nn® unserer Zylinderfunktionen nach (10) und (11) 
sehr klein; wir können daher den Grenzwert für die Bessel- 
sche Funktion J,°) 


= T@+1)’ 


benutzen. (I" bedeutet die Gammafunktion.) Setzt man den 
Näherungswert (61) in (60) ein, so erhält man für unsere 


(61) 


1) Eine geringe Phasendifferenz zwischen € und & hat Gans 
(a, a, O. 8.714) auch schon für kleine Gradienten bekommen. 

2) J.u.E. 8. 95. 

3) J. u. E. 8. 90. 
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beiden Ordnungen p = q und p = q —1 die folgenden Aus- 


driicke?): 
H, (28) ifa, — 
wo 
erı"i 1 
(63) et 1 


gesetzt ist. 


85. Die Näherungswerte (62) sind nun zunächst in unsere 
Gleichungen (23) und (24) einzusetzen. Ich deute den Gang 
der etwas umständlichen Rechnung nur für den Nenner 
P,P, — P, P, etwas genauer an. Beim Einsetzen der Werte 
heben sich zunächst von 32 Gliedern 12 Glieder weg. Ordnet 
man den Rest nach Potenzen der kleinen Größen & und §,, 
so erkennt man, daß 8 Glieder als klein von höherer Ordnung 
weggelassen werden können. In den übrigen 12 Gliedern 
treten die Kombinationen N 


(di -b)c, (a —a,)c¢ und (6, — by)d 
auf, für die nach bekannten Formeln?) der Reihe nach 


(64) | die Werte 
26 2: 2: 


gesetzt werden können. ‘So erhält man schließlich mit den 
Abkürzungen 


(65) 


1) Dag und g — 1 bei positivem m zwischen — !/, und + 1 liegen, 
kénnen die Gleichungen (62) nicht weiter vereinfacht werden. Auch 
ist zu beachten, daB spiiter Differenzen zu berechnen sind. 

2) J.u. E. 8. 26. 
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86. Versucht man nun die Ausdrücke A, oder auch 
4,H® für sich zu berechnen, so bekommt man sehr un- 
übersichtliche Ausdrücke. Einfach wird das Ergebnis auch 
_ hier nur, wenn man sofort statt der Teilfelder das resultierende 
Feld im Innern des Mediums II berechnet. Man erhält dann 
in ähnlicher Weise wie in, Nr. 35 für die Feldstärken 


+1 1-gq 


und für R [nach (20)]: 


(67) 


Hier bedeutet 


% 


oder im Falle der Gleichung (2): 
(0) 


v ist der Brechungsexponent des Mediums III, bezogen auf 
das Medium I, B ist die durch (65) definierte Potenz von ». 
87. Unsere Formeln (20) bis (24) geben daher für un- 
endlich kleine Schichtdicken (unendlich großes Produkt |a| 4) 
genau dasselbe Resultat wie die Fresnelschen Formeln. 

Die Korrektionsglieder der Gleichungen (67) und (68) 
sind, wie nach Fig. 5 zu erwarten, rein imaginär. Auch bei 
kleiner, aber nicht verschwindender Schichtdicke kann dem- 
nach die reflektierte Lichtmenge bis auf kleine Größen höherer 
Ordnung nach der Fresnelschen Formel berechnet werden. 

Die Endlichkeit der Schichtdicke hat nur die Folge, daß 
die verwaschenen Knoten und Bäuche vor der Schicht ein 
wenig verschoben sind, und zwar nach (42) um den Betrag 

(1 - 9a,  Br—1 
1)@*- 1), 1-¢ q | 
in der Richtung der wachsenden z. Für m=1 (linearen 
Anstieg der D.K.) ergibt sich 6 = z,/2, wie es sein muß. Ändert 
sich die D.K. nach dem exponentiellen Gesetz (2), so ist q = 1, 
m = ©, B =», und die Verschiebung wird: 


2 
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(72) d= 2 | 


(Für e, = 81, ¢, = 1 wird 6 = 0,785 z,, während wir in Nr. 2% 
fiir a A = 62,8 den Wert 0,801 z, gefunden hatten.) 


88. In Widerspruch mit diesen Resultaten ergibt sich 
aus den Entwicklungen des Herrn Emden!) die Beziehung 


(73) E-R = §,2¢-1. 7 


aus welcher, wenn sie richtig wäre, die Folgerung gezogen 
werden müßte, daß das Licht beim Auftreffen auf eine Schicht 
mit sehr rasch veränderlicher D.K. stärker reflektiert würde 
als beim unstetigen Auftreffen auf eine Schicht anderer D.K. 
Dieses offenbar unmögliche Resultat rührt im wesentlichen 
davon her, daß Herr Emden die Konstante A, von vorn- 


herein gleich Null setzt, also die rückwärtslaufende Teilwelle 
vernachlässigt. 


Um diese scheinbar in sich widerspruchsvolle Behauptung 
zu begründen, gehe ich kurz auf die Frage ein, was aus den 
nach entgegengesetzten Richtungen fortschreitenden Teilwellen 
im Medium II wird, wenn die Dicke der Übergangsschicht 


immer mehr abnimmt. Ich beschränke mich dabei auf d 
Fall der Gleichung (2)*): 4 


H,-1(28) = H,(28 =1+ 
H, (28) = H, (28) =§F 5 


(Die oberen Zeichen gelten wieder für H™, die unteren für H® ) 


Setzt man diese Näherungswerte in die Gleichungen (22) 
bis (24) und (17) ein, so erhält man bei Vernachlässigung 
kleiner Größen in leicht verständlicher Bezeichnung: 


€E=€, +6, §=§,+ 9 


(74) 


Be 2; 


6) {1 + (Ge + - 


1) A.a. O. 429. 
2) J.u. E. 8.90, 94, 95. 
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Die Amplituden der Teilwellen werden also bei unendlich 
abnehmender Schicktdicke für sich unendlich groß!), während 
ihre Summe mit den Fresnelschen Werten zusammenfällt. 
Setzt man, wie es Herr Emden tut, die imaginären Teile 
willkürlich gleich Null, so ergibt sich bei Vernachlässigung 
der Teilwelle 1 aus den Grenzbedingungen 


in Übereinstimmung mit (78). Herr Emden bekommt dem- 
nach tatsächlich gerade deskalb vollständige Reflexion, weil 
er die reflektierte Teilwelle vernachlässigt und weil die durch- 
gehende magnetische Teilwelle zufällig stärker unendlich wird 
als die durch gekende elektrische Teilwelle. 

"89. Wir fragen zum Schlusse noch, wie dick die Uber- 
gangsschicht zwischen zwei Medien höchstens ist, wenn die 
Fresnelschen Formeln mit einer Genauigkeit von beispiels- 
weise 1%, richtige Werte geben. Da in unseren Gleichungen 
die kleinen Größen zweiter Ordnung weggelassen sind, können 
wir nur die Größenordnung der Sclichtdicke z, angeben. Das 
Korrektionsglied der reflektierten Amplitude Rin Gleichung (68) 
nimmt für m =1 (linearen Anstieg) nach (11) und (65) den 
einfachen und von » unablängigen Wert 2niyes,2,/A an. 
Ist also & =1 und die Ubergangssckicht dicker als rund 
1/00 A, SO ge im allgemeinen nicht mehr erwartet werden, 
daß die Fresnelschen Formeln mit einer Genauigkeit von 
1%, gelten. Damit steht in Übereinstimmung, daß nach 
unserem Zahlenbeispiel in Nr. 15 bei einer Schichtdicke von 
nur */,99 A und exponentiellem Anstieg der D.K. von ¢, = 1 
bis zu &, = 81 die reflektierte Amplitude (0,6695 E) schon 
um rund 16°, geringer ist als nach der Fresnelschen Formel 
(0,8 E). 


Zusammenfassung. 

40. Eine elektromagnetisck e Welle erleidet beim Durch- 
gang durch ein Medium, dessen Dielektriritätskonstante in 
der Fortpflanzungsrichtung nach den Gesetzen (1) oder (2) 
variiert, im allgemeinen eine partielle Reflexion. Die 


1) Man hätte dies auch unmittelbar aus dem bekannten Ver- 
halten der Hankelschen Funktionen schließen können, 


E-R . 

E + R = & n 

= 
) 
\ 
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Schwächung der Welle wird jedoch erst merklich, wenn die 
Dicke der Ubergangsschicht vergleichbar wird mit der Wellen- 
lange; sie nimmt mit weiter abnehmender Schichtdicke stetig 


za bis zu dem durch die Fresnelschen Formeln gegebenen 
Maximalwert. 


Clausthal im Harz, Physik. Institut der Bergakademie, 
Juni 1919. 


(Eingegangen 14. Juli 1919.) 


Druckfehlerberichtigung 
zu der Arbeit: „Über die Änderung der Thermokraft und der elektrischen 
Leitfähigkeit einer Kalium-Natriumlegierung beim Übergang vom festen 
in den flüssigen Aggregatzustand“ von K. Siebel. 
Es muß heißen: Seite 266 in der Überschrift zu Tabelle I + 37,9° C. 
statt — 37,9° C.; Seite 268 Zeile 10 v.o. + 18° statt — 18° und Zeile 16 
v.u. + 6,5° statt — 6,5°; Seite 271 Zeile 6 v.u. +20° statt — 20°. 
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